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CAPITOLUL I 
 
 

MULŢIMI ŞI STRUCTURI 
 
 
 
 

1.1. Corpul numerelor complexe 
 
 
Este cunoscut faptul că pe mulţimea numerelor reale, 3, se poate defini o 
structură algebrică cu ajutorul operaţiilor de adunare şi înmulţire astfel 
încât să putem spune că tripletul (3, +,·) formează un corp comutativ. 
 
Să considerăm mulţimea perechilor ordonate de două numere reale 
notată cu 32, 
 
32 = 3×3 = {(x, y) | x ∈3 şi y∈3} 
 
pe care să definim operaţiile de adunare şi înmulţire între două elemente 
ale acestei mulţimi în felul următor. 
 

∈32 avemPentru orice (x1, y1) şi (x2, y2)  

⎩
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+=⋅

++=+
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Definiţie: 
Mulţimea 32 pe care am definit aceste operaţii conform rela-

ţiilor (1.1) o numim mulţimea numerelor complexe şi o notam cu ∀. 

 
Elementele acestei mulţimi le vom nota fie ca perechi ordonate, fie cu o 
singură literă ca de exemplu  
z = (x , y) ∈ ∀. 
 
Se poate arăta că operaţiile (1.1) conferă mulţimii ∀ o structură de corp 
comutativ notat prin tripletul (∀, +, ·). Se verifică cu uşurinţă că sunt 
îndeplinite următoarele proprietăţi: 
I) (∀, +) este grup abelian 
1) pentru orice z1, z2, z3 ∈ ∀ avem  

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) 
2) pentru orice z1, z2 ∈ ∀ avem  

z1 + z2 = z2 + z1 
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3) există elementul e ∈  ∀, numit element neutru, astfel încât pentru 
orice z ∈ ∀ este îndeplinită relaţia 
z + e = e + z = z. 
Se arată că      

e = (0 , 0)  (1.2) 
4) pentru orice z ∈∀, există elementul z’ ∈∀, numit simetricul lui z astfel 

încât 
z + z’ = z’ + z = e 
Se arată că dacă z = (x , y)  atunci 

z’ = (-x , -y )  (1.3) 
 

II) (∀,•) are proprietăţile 
1) pentru orice z1, z2, z3 ∈ ∀ avem  

(z1 z2) z3 = z1 (z2 z3) 
2) pentru orice z1, z2 ∈ ∀ avem  

z1 z2 = z2 z1 
3) există un element e ∈  ∀, numit element neutru, astfel încât pentru 

orice z ∈ ∀ avem 
z ⋅ e = e ⋅ z = z. 
Se arată că        

e = (1 , 0)  (1.4) 
4) pentru orice z ∈∀, are z ≠ (0,0) există un element z’ ∈∀ astfel încât 

z ⋅ z’ = z’ ⋅ z = e 
În acest caz, se arată că  
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III) Distributivitatea înmulţirii faţă de adunare 

∈ ∀ sunt îndeplinite relaţiile: Astfel, pentru orice trei elemente z1, z2, z3 
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 

 

∈ ∈

∈
∈

)
)

0
0 ��

(z1+ z2)z3 = z1z3 + z2z3

 
Fie o mulţime a mulţimii numerelor complexe, notată ∀3 ⊂ ∀ 
∀3 = { z ∀ | z = (x , 0) , x 3}  (1.6) 

 
Cu uşurinţă, putem observa că între mulţimile 3 şi ∀3 se poate stabili o 
corespondenţă biunivocă care păstrează operaţiile de adunare şi 
înmulţire. 

 
Astfel dacă:  

⎩
⎨
⎧

⇔∈
⇔∈

,y(y
,x(x
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atunci putem afirma că: 
x + y ∈ 3 ⇔ (x , 0) + (y , 0) = (x + y , 0) ∈ ∀3 
x y ∈ 3 ⇔ (x , 0) · (y , 0) = (x y , 0) ∈ ∀3 
 
Prin urmare, orice număr real x ∈ 3 poate fi privit ca număr complex de 
forma (x , 0) ∈ ∀3 
 
Putem face observaţia că pentru orice α ∈ 3 şi orice (x , y) ∈ ∀ are loc 
relaţia 
α (x , y) = (αx , αy)  (1.7)

 
deoarece: α (x , y) = (α , 0) (x , y) = (αx , αy) conform operaţiei de 
înmulţire definită în (1.1) 
 
Având în vedere rezultatul (1.7), putem pune în evidenţă forma algebrică 
a numerelor complexe: 
z = (x , y) = (x , 0) + (0 , y) = x (1 , 0 ) + y (0 , 1) = x + i y 
 
dacă notăm (1 , 0 ) = 1 şi (0 , 1) = i  
z = x + i y  (1.8)

 
Putem folosi şi notaţiile: 

⎩
⎨
⎧

=

=

imaginar (partea z Im y

 a reală (partea z Re x

z) lui a ă

z) lui
 

 
Reamintim pentru numerele complexe z = (x , y) = x + i y ∈ ∀ următoarele 
noţiuni care sunt bine cunoscute: 

z- conjugatul lui z  = (x , -y) = x – i y 
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- modulul lui z  | z | = 22 yx +  
- argumentul lui z ca fiind numărul real θ ∈ [-π , +π] unic determinat, 
definit de egalitatea: 
z = | z | (cos θ + i sin θ)  (1.9)

 
care reprezintă forma trigonometrică a numărului complex z. 
 
Dacă avem în vedere formulele lui Euler, 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

 

i2
e

 
2
e

i

ii

−

+

θ−θ

θ−θ

e
 sin

e
 cos

i

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=θ

=θ
  (1.10) 

 
din expresia (1.9) putem obţine forma exponenţială a numerelor 
complexe. 

z = | z | (cos θ + i sin θ) =  | z | ]
i2
e ii θ−θ −

 

e
 i   

2
ee

[
ii θ−θ

+
+   = | z | eiθ 

 
deci: 
z = | z | eiθ  (1.11) 

 
Pentru numerele complexe, se pot demonstra următoarele relaţii: 
| z |  = 0    ⇔    z = 0 

| z + w | ≤ | z |  + | w | 

| z ·w | = | z | ⋅ | w | 

| z |  = | -z | = |  |         z

| z |2 = z · z    

zn = | z |n (cos nθ + i sin nθ )  

| Re z |  ≤ | z |  şi | Im z | ≤ | z |   

| z |  ≤ | Re z | + | Im z | 

| | z |  - | w | | ≤ | z |  + | w |  

z ⋅   = 1   dacă   | z |  = 1 z

wz
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1.2. Punctul de la infinit în ∀ 
 
 
În 33 considerăm sistemul de axe (ξ , η , ζ) şi sfera de ecuaţie 

4
1

2
1 2

=⎟
⎠
⎞−22 ⎜

⎝
⎛+η+ξ ζ   (2.1)

 
cunoscută sub denumirea de sfera lui Riemann 
 

 
 

Identificăm planul (ξOη) cu planul (xOy) în care orice număr complex z = 
x + iy ∈ ∀ îl reprezentăm prin imaginea lui geometrică, adică prin punctul 
M(x, y). Acesta îl numim plan complex. 
 
Vom încerca să stabilim o corespondenţă biunivocă între punctele acesei 
sfere şi punctele planului complex. Acest lucru se poate realiza prin 
proiecţie stereografică. Astfel, corespondentul punctului P(ξ, η, ζ) 
aparţinând sferei, este punctul M(x, y) obţinut prin intersecţia dreptei NP 
cu planul (xOy). 
 
Geometric, se pot pune în evidenţă următoarele relaţii între coordonatele 
punctului P(ξ, η, ζ) şi coordonatele punctului M(x, y ) 

 11
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Definiţie: 

Punctul de la infinit în ∀ este corespondentul în planul 
complex al punctului N(0, 0, 1) prin proiecţie stereografică. Putem 
face precizarea că este vorba de un punct fictiv, nefiind un număr 
complex definit prin cele două operaţii (adunare şi înmulţire). 

 
 
Totuşi vom folosi operaţiile: 
z + ∞ = ∞ (∀) z ∈ ∀ 
z · ∞ = ∞ (∀) z ∈ ∀, z ≠ 0 
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0z
=

∞
  (∀) z ∈ ∀ 

∞=
0
z   (∀) z ∈ ∀, z ≠ 0 

 
Vom nota cu ~ = ∀ ∪ {∞} 
 
 

1.3. Structura de spaţiu vectorial pe 3n 
 
 

444 3...444 21
ori n

n �Notăm prin ××

 

×= , mulţimea ale cărei elemente sunt 

grupuri ordonate de n numere reale. 
3n = {x = (x1  , x2 , …, xn)|x1 ∈ 3, x2 ∈ 3, …, xn ∈ 3}

 
Mulţimea 3n este un spaţiu cu n dimensiuni, iar elementele sale se 
numesc puncte. Dacă x = (x1  , x2 , …, xn) este un punct din 3n, numerele 
reale x1  , x2 , …, xn se numesc coordonatele sau proiecţiile pe axe ale 
punctului x. 
 
Pe spaţiul 3n vom defini următoarea structură algebrică. 
 
I ) Adunarea, operaţie efectuată cu ajutorul a două puncte din 3n. 
Dacă: x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n 

          y = (y1  , y2 , …, yn) ∈ 3n 
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Atunci:  
 

 13

 x + y = (x1  + y1 , x2 + y2  , …xn + yn) ∈ 3n  (3.1)
 

Se verifică că (3n , +) este grup abelian 
 
1) pentru orice x, y, z ∈ 3n, 
    (x + y) + z = x + (y + z) 
 
2) pentru orice x, y ∈ 3n, 
     x + y = y + x 
 
3) există e ∈ 3n astfel încât pentru orice n ∈ 3n avem 
     x + e = e + x = x 
 
Se obţine     
e = (0 , 0 ,…, 0) 

 
4) pentru orice x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n există x’ ∈ 3n astfel încât 
      x + x’ = x’ + x = e 
 
Se obţine       
 x’ = (-x1  , -x2 , …, -
xn) 

 
II) Înmulţirea cu scalari, adică un punct x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n se 

mulţeşte cu un număr α ∈ 3 numit scalar, astfel 
 
αx = (αx1  , αx2 , …, αxn) ∈ 3  

 (3.2)

în

n

 
Această operaţie verifică următoarele proprietăţi: 

 şi orice x, y ∈ 3n, 
 (x + y) = αx + αy 

∈ 3 şi orice x ∈ 3n, 
 + β) x = αx + βx 

, β ∈ 3 şi orice x ∈ 3n 
 β) x = α (β x) 

8) ement 1 ∈ 3 astfel încât pentru orice x ∈ 3n să avem  
1 · x = x 

 
5) pentru orice α ∈ 3
α
 
6) pentru orice α, β 
(α
 
7) pentru orice α
(α
 

 există un el
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Definiţie:  

Mulţimea 3n pe care s-au definit cele două operaţii cu 
proprietăţile semnalate poartă denumirea de spaţiu vectorial real 
sau spaţiu vectorial peste corpul de scalari 3, notat 3n

/ . 
 
 
În acest spaţiu vectorial, punctul x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n îl numim vector, 
iar numerele reale x1  , x2 , …, xn le numim componentele vectorului x. 
 
Pentru exemplificare, să arătăm la ce revine adunarea vectorilor şi 
înmulţirea vectorilor cu scalari în spaţiul vectorial cu două dimensiuni 
32

/ . 
 
Dacă x = (x1  , x2) şi y = (y1  , y2) sunt două puncte din 32, punctul x + y 
este al patrulea vârf al paralelogramului cu celelalte trei vârfuri în O, x şi y 
(Fig. 1) 

 

 
 

- Figura 1 - 

 
 

- Figura 2 - 
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Dacă se identifică punctul x cu vectorul său de poziţie x
r

, coordonatele x1 
şi x2 ale punctului x sunt componentele vectorului x

r
 

 
Prin urmare, adunarea punctelor din plan se face după regula 
paralelogramului, aşa cum este definită în fizică adunarea vectorilor. 
 
Înmulţirea cu scalari, αx, revine la amplificarea lungimii vectorului  cu 
|α|, păstrând sensul vectorului dacă α >0, sau schimbându-i sensul dacă 
α<0 (Fig. 2).  

x
r

 
 

1.4. Produsul scalar pe 3n 
 
 
Definiţie: 

Pe spaţiul vectorial 3n/3 spunem că am definit un produs 
scalar, dacă am determinat o aplicaţie 
 < , > : 3n × 3n → <x , y> ∈ 3, 
aplicaţie care trebuie să îndeplinească condiţiile: 

1) <αx + βy , z> = α <x , z> + β <y , z> 
    <x , αy + βz> = α <x , y> + β <x , z> 
  pentru orice x, y, z ∈ 3n şi orice α, β ∈ 3 
2) <x , y>  = <y , x> 
  pentru orice x, y ∈ 3n 
3) <x , x> ≥ 0 pentru orice x ∈ 3n 
    <x , x> = 0  ⇔  x = (0 , 0 ,…, 0) ∈ 3n 

 

 
Se verifică că în 3n

�/

=

n

1k
kkyx

 produsul scalar se poate defini astfel: 
x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n 
y = (y1  , y2 , …, yn) ∈ 3n 

<x , y> = ∑   (4.1)

 
Definiţie: 

Se spune că doi vectori x şi y ∈ 3n sunt ortogonali, dacă 
<x , y> = 0. 
 
 
De exemplu, vectorii din 3n 

 15
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1) ,..., 0 , 
...........
0) ,..., 1 , 
0) ,..., 0 ,

=
≠
j i pt. ,
 i pt. , 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

(0  e
..........

(0  e
 (1  e

n

2

1

 (4.2) 

 
formează un sistem ortogonal de vectori în 3n deoarece  

<ei , ej> =
j
  

⎩
⎨
⎧

 1
0

 
Introducerea produsului scalar atribuie mulţimii 3n o structură 
suplimentară faţă de structura de spaţiu vectorial obişnuit. 
 
Definiţie:  

Spaţiul vectorial 3n
/ pe care s-a definit un produs scalar se 

numeşte spaţiu euclidian. 
 

 
În spaţiul euclidian 3n se demonstrază că pentru orice doi vectori nenuli x, 
y ∈ 3n are loc inegalitatea Cauchy – Schwarz, 

><  y,y ⋅><≤><  x,x  y,x  (4.3) 

 
Prin explicitarea modulului în expresia (4.3) putem scrie: 

1  
 y,y 

≤
> x,x 

 y,x 
  1 -

<⋅><
><

≤   (4.4) 

 
Definiţie:  

Unghiul dintre vectorii x şi y ∈ 3n este numărul ϕ ∈ [0 , π] unic 
determinat, dat de expresia 
 
 

><
>

 y,y ⋅><
<

=ϕ
 x,x 

 y,x 
   cos   (4.5) 

 
π

Evident pentru ϕ = 
2

, rezultă <x , y> = 0 condiţie ce justifică definiţia pe 

care am dat-o vectorilor ortogonali. 
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1.5. Norma pe 3n 

 
 
Definiţie: 

n Pe spaţiul  spunem că am definit o normă, dacă am 
determinat o aplicaţie 
 || ⋅ || : 3n → 3+ 
 
care unui vector x ∈ 3n îi asociază numărul pozitiv || x || ∈ 3+, aplicaţie 
care îndeplineşte condiţiile: 

 17

1) || x ||  0 pentru orice x ∈ 3≥ n 
   || x || = 0 ⇔ x = 0  n

2) || αx || = | α | ⋅ || x || pentru orice x ∈  şi orice α ∈ 3 n

3) || x + y || ≤ || x || + || y || pentru orice x, y ∈  n

 
 
Definiţie: 

nSpaţiul vectorial  pe care s-a definit o normă se numeşte 
spaţiu normat. 
 
 
 
Propoziţie: 

În spaţiul euclidian , norma se poate introduce cu ajutorul n

produsului scalar, numită normă euclidiană, adică: 

∑
=

=
n

1k

2
kx || x || = ><   x,x          (5.1) 

 
Demonstraţia revine la a verifica proprietăţile normei: 
1) || x || = ><  x,x ≥ 0 evident 
    || x || = 0 ⇒ <x , x> = 0 ⇒ x = 0  
 
2) || αx || = =>x,x<α=><α=>αα< x,xy,x 2  | α |  || x ||  
 
3) || x + y ||2 = <x + y , x + y> = <x , x> + <x , y> + <y , x> <y , y> = 
    = || x ||2 + 2 <x , y> + || y ||2 ≤ || x ||2 + 2 | <x , y> | + || y ||2 ≤  
    ≤ || x ||2 + 2 ><  y,y ⋅><  x,x  + || y ||2 = 
    = || x ||2 + 2 || x ||⋅|| y ||   + || y ||2 = (|| x || + || y || )2 
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Observăm că am folosit în demonstraţie inegalitatea Cauchy – Schwarz. 
 
Având în vedere norma dată de (5.1) putem afirma că || x || reprezintă 
distanţa de originea sistemului de axe din 3n la punctul x ∈ 3n (adică 
lungimea vectorului de poziţie al punctului x). 
 
Putem sublinia faptul că în spaţiul vectorial 3n, norma mai poate fi 
introdusă şi în alte moduri, ca de exemplu: 
|| x || = k

n,1k
x

=
max  
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|| x || = ∑
=

n

1k
kx  

p
1p

1
kx

⎥
⎥
⎦

⎤n

k⎢
⎢
⎣

⎡
∑
=

, p ∈ ∠ || x || = 

 
 

1.6. Distanţa în 3n 

 
 
Definiţie: 

n Spunem că pe spaţiul  am definit o distanţă ( o metrică), 
dacă am determinat o aplicaţie 
 d: n n ×   → 3+ 
 
care face să corespundă unei perechi de puncte din 3n, un număr 
pozitiv 

(x , y) ∈ × n n   → d(x , y) ∈ 3+ 
 
aplicaţie care îndeplineşte condiţiile: 
 1) d(x , y) ≥ 0 pentru orice x, y ∈    n

      d(x , y) = 0 ⇔ x=y 
2) d(x , y) = d(y , x) pentru orice x, y ∈ 3n    
3) d(x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y)  pentru orice x, y, z ∈ 3n    

 
 

Cu uşurinţă se poate demonstra că în 3n, metrica se poate introduce cu 
ajutorul normei, adică 

d(x , y) = || x - y || (∀) x, y ∈ 3n
 

(6.1) 

 
De obicei noi vom folosi norma euclidiană. 
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( )
Pentru două puncte x = (x1 , x2) ∈ 32 şi y = (y1 , y2) ∈ 32 vom avea:

d(x , y) = || x-y || = ( ) 2
21 yy −

( )

2
21  x- x +  (6.2)

 
Pentru două puncte x şi y ∈ 3 

2 y-x  = | x – y |  (6.3)d(x , y) = || x-y || = 

 
Definiţie: 

nSpaţiul vectorial  pe care s-a definit o metrică se 
numeşte spaţiu metric. 
 
 
 

1.7. Exemple de spaţii vectoriale 
 
 
Spaţiul  - este spaţiul vectorial real al mulţimii numerelor reale. Cele 
două operaţii (adunare şi înmulţire cu scalar) revin la adunarea şi 
înmulţirea numerelor reale. În acest spaţiu, pentru orice x, y ∈ 3 putem 
spune că : 

 
<x , y> = x⋅ y 

  || x ||   = | x | 

d(x , y) = | x - y |  

 (7.1)

<x , y> = x⋅ y 

 || x ||   = | x | 

d(x , y) = | x - y |     

 
 
Spaţiul �(3 , 3)  /

 
Mulţimea �(3 , 3) este mulţimea funcţiilor continue definite pe 3 
�(3 , 3) = {f | f : 3 → 3, f ∈ C0 (3) } 
 
Această mulţime poate fi organizată ca spaţiu vectorial, dacă cele două 
operaţii se definesc astfel: 

⎩
⎨
⎧

α=α
+=+

f(t)   (t) f) (
g(t)  f(t)  (t) g) f (

 (∀) t ∈ 3 
(∀) t ∈ 3 (7.2)
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oricare ar fi funcţiile f, g ∈ �(3 , 3) şi oricare ar fi scalarul α ∈ 3 
 
În acest spaţiu vectorial, pentru orice f, g ∈ �(3 , 3) putem defini: 
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dt g(t) f(t)
b

a
< f , g > =  ∫
|| f || = ∫=><

b

a

2 dt t)(ff ,f 

[ ]

 norma euclidiană (7.3) 

 
sau 
 
|| f || = f(t)  sup

ba,  ∈t
  

d(f , g) = || f - g ||  
 
 
Spaţiul Vn  /

 
Definiţie:  

Numim vector liber în 3n orice aplicaţie  : 3
→
v n → 3n ce duce 

punctul  x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n în punctu
→
v (x) = (xl 1 + v1 , x2 + v2, 

…, xn + vn) ∈ 3n unde v1  , v2 , …, vn ∈ 3 sunt numere date. 
O astfel de aplicaţie o mai numim translaţie sau deplasare. 

Vom nota  = [v
→
v 1  , v2 , …, vn] 

 
 
Definiţie:  

Mulţimea Vn, numită şi mulţimea vectorilor liberi din 3n este 
mulţimea tuturor acestor aplicaţii, adică 

 Vn = { v = [v
→ →

v1  , v2 , …, vn] |  : 3n → 3n , vk ∈ 3, k ∈ n  }  , 1
 
 
Această mulţime poate fi organizată ca un spaţiu vectorial real, dacă cele 
două operaţii se definesc la fel ca în 3n. 
 

Pentru orice = [u
→
u

→

: 
→
u

→
v  

→
u  

1  , u2 , …, un] şi v  = [v1  , v2 , …, vn] ∈ Vn şi orice α ∈ 
3, avem

 + = [u1 + v1 , u2 + v2  , …, un + vn] ∈ Vn

α = [αu1  , αu2 , …, αun] ∈ Vn
(7.4) 
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/

∑
=

=
n

1k
kkvu 

→
u

Asemănător, în spaţiul vectorial Vn putem defini: 
→→
><   v , u  

 u  u , u   
n

1k

2
k∑

=

→→
=><=|| ||  (7.5)

d( , ) = ||  -  ||  
→
u

→
v

→
u

→
v

 
 
Spaţiul  
 
Mulţimea numerelor comlexe ∀ poate fi organizată ca un spaţiu vectorial 
complex deoarece în acest caz, mulţimea scalarilor este ∀. 
 
Cele două operaţii care se definesc sunt adunarea şi înmulţirea 
numerelor complexe. 
Deoarece corpul de scalari este mulţimea numerelor complexe ∀, este 
necesar să subliniem că produsul scalar îndeplineşte condiţiile 
 
1) <αu + βz, w> = α<u , w> + β<z , w> 
     <u , αz + βw> = α <u , z> + β <u , w> 
           (∀) u, z, w ∈ ∀ şi (∀) α, β ∈ ∀ 
 
2) <z , w> = >z ,w <      (∀) z, w ∈ ∀ 

<z , z> ≥ 0    (∀) z ∈ ∀) 
<z , z> = 0   ⇔  z = 0  (7.6)

 
Astfel, în acest spaţiu vectorial, pentru orice z, w ∈ ∀, avem: 

w<z , w> = z  

|| z || =  z    z   z  z  z , z ==⋅=>< 2   
d(z , w) = || z - w || = | z – w |  

(7.7)

 
 

nSpaţiul  
 
Mulţimea ∀n este mulţimea grupurilor de n numere complexe 
∀n = { z = (z1  , z2 , …, zn)| zk ∈ ∀, k = n }  , 1
 
Această mulţime poate fi organizată ca spaţiu vectorial complex, dacă 
cele două operaţii se introduc în felul următor. 
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ice z = (z1  , z2 , …, zn) şi w = (w1  , w2 , …, wn) ∈ ∀n şi orice α ∈ 
∀

zn + wn) ∀n 
αz = ( z , αz  , …, αz ) ∈ ∀  

(7.8) 

 
Pentru or

 avem 
z + w = (z1  + w1 , z2 + w2  ,…, 

nα 1  2 n
 

De asemenea, în acest spaţiu vectorial putem defini: 

<z , w> = ∑
=

n

1k
kk wz  

|| z || = ∑
=

=><
n

1k

2
kz   z , z  

|| z - w  

(7.9) 

d(z , w) = ||

<z , w> = ∑
=

n

1k
kk wz  

|| z || = ∑
=

n

1k

2
kz  

(z , w) = || z - w || 

 
1.8. Topologia în 3

=><   z , z

d
 

n 

ă considerăm intervalele I1, I2, …, In ⊂ 3 

Definiţ

 
 
S
 

ie:  
Prin interval n-dimensional înţelegem mulţimea I = I1 × I2 × … 

× I  , an dică I = { x = (x1  , x2 , …, xn) ∈ 3n|x1 ∈ I1, x2 ∈ I2, …, xn ∈ In } 
Intervalele I1, I2, …, In se numesc laturile intervalului n-

dimensional. Acestea pot fi intervale închise la un capăt sau la 
ambele capete, mărginite sau nemărginite. 

 
 
În 32, un interval bidimensional cu laturile mărginite este un dreptunghi. 

 33, un interval tridimensional cu laturile mărginite este un paralelipiped. 

eschise (închise) atunci I este un 
terval n-dimensional deschis (închis). 

 
În
 
Dacă toate intervalele I1, I2, …, In sunt d
in
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Mulţimea I = (-∞ , +∞) × (c , d) o numim bandă deschisă 
 

 

ulţimea I = (-∞ , +∞) × [c , d] o numim bandă închisă 
 

 
M

 
Mulţimea I = (-∞ , +∞) × (c , +∞) o numim semiplan deschis 
 

 

ulţimea I = (-∞ , +∞) × [c , +∞) o numim semiplan închis 
 

 
M

 

ă considerăm un punct x0 ∈ 3n şi r ∈ 3+ 

Definiţ

 
S
 

ie: 
Numim sferă deschisă cu centrul în punctul x0 ∈ 3n şi de rază 

r, mulţ 0 , r) = {x ∈ 3n | || x – x0 || < r } imea U (x
 

 
Folosind norma euclidiană, în 32, această mulţime este un disc cu

2
 centrul 

 x0 = (x01 , x02) ∈ 3  de rază r, fără punctele de pe circumferinţă 
 
în
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Definiţie:  

Numim sferă închisă cu centrul în punctul x0 ∈ 3n şi de rază r, 
mulţimea r) , (x 0U  = {x ∈ 3n | || x – x0 || ≤ r } 

 
 
În 32 această mulţime este discul cu centrul în x0 ∈ 32 şi de rază r 
împreună cu punctele de pe circumferinţă. 
 

 
 
Definiţie: 

Numim sferă propriuzisă cu centrul în punctul x0 ∈ 3n şi de 
rază r, mulţimea S (x0 , r) = {x ∈ 3n | || x – x0 || = r } 

În 32, această mulţime este circumferinţa cercului. 
 
 
Definiţie:  

Numim vecinătate a unui punct x0 ∈ 3n ( V(x0) ) orice mulţime 
care conţine o sferă deschisă U (x0 , r), adică 
 x0 ∈ U (x0 , r) ⊂ V(x0) 
 
 
Evident, orice sferă deschisă cu centrul în x0, U (x0 , r), este o vecinătate 
a lui x0. 
 

 24 
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În 3, o vecinătate a lui x0 ∈ 3 poate fi orice interval deschis (a , b) care 
conţine acest punct, x0 ∈ (a , b). În particular, se poate lua un interval 
centrat în x0 de forma (x0 - ε , x0 + ε). 
 
Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n o numim deschisă dacă pentru orice x ∈ E, 
există o sferă deschisă U (x , r) astfel încât x ∈ U (x , r) ⊂ E. 
 
 
Definiţie:  

Complementara unei mulţimi descise o numim mulţime 
închisă. 
 
 
Definiţie: 

Punctul x ∈ E ⊂ 3n îl numim punct interior acestei mulţimi 
dacă există o vecinătate a lui, V(x) astfel încât x ∈ V(x) ⊂ E. 

Mulţimea punctelor interioare mulţimii E o notăm cu E şi se 
o

numeşte interiorul lui E. Evident E  ⊂ E. 
o

 

Se demonstrează că mulţimea E ⊂ 3n este deschisă ⇔ E = E . 
o

 
Ca şi în cazul mulţimilor deschise din 3, se demonstrează pentru 
mulţimile deschise din 3n următoarele: 
1) Reuniunea unei familii oarecare de mulţimi deschise este o mulţime 

deschisă. 
2) Intersecţia unei familii finite de mulţimi deschise este o mulţime 

deschisă. 
 
Definiţie:  

Punctul x ∈ 3n este punct aderent mulţimii E ⊂ 3n dacă orice 
vecinătate a sa, V(x) conţine cel puţin un punct din E, V(x) ∩ E ≠ Φ. 

Mulţimea punctelor aderente mulţimii E ⊂ 3n o notăm cu E  şi 
o numim aderenţa lui E sau închiderea lui E. 
 
Se demonstrează că mulţimea E  ⊂ 3n este închisă ⇔ E = . E
 
De asemenea, în cazul mulţimilor închise din 3n, se demonstrează 
următoarele proprietăţi: 
1) Reuniumea unei familii finite de mulţimi închise este o mulţime 

închisă. 

 25
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2) Intersecţia unei familii oarecare de mulţimi închise este o mulţime 
închisă. 

 
Definiţie: 

Punctul x ∈ 3n este punct frontieră mulţimii E, dacă pentru 
orice vecinătate a lui, V(x), avem V(x) ∩ E ≠ Φ şi V(x) ∩ CE ≠ Φ. 

Vom nota prin ∂ E mulţimea tuturor punctelor frontieră 
mulţimii E numită frontiera lui E. 
 
Se arată că: 
E ⊂ 3n este închisă ⇔ E conţine toate punctele frontieră 
E ⊂ 3n este deschisă ⇔ E nu conţine nici un  punct frontieră 
 
Definiţie:  

Punctul x ∈ 3n este punct de acumulare al mulţimii E, dacă 
orice vecinătate a lui, V(x), conţine cel puţin un punct din E diferit de 
x, adică: 
 V(x) ∩ (E\{x}) ≠ Φ. 

Mulţimea punctelor de acumulare mulţimii E o notăm E’. 
Evident E’ ⊆ E  şi putem afirma că o mulţime este închisă 

dacă şi numai dacă îşi conţine toate punctele de acumulare. 
 
Definiţie:  

Punctul x ∈ E ⊂ 3n se numeşte punct izolat dacă există o 
vecinătate V(x) astfel încât V(x) ∩ E ={x}. 
 
 
Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n care are numai puncte izolate o numim 
mulţime discretă. 
 
 
Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n este mărginită dacă există r >0 astfel încât 
pentru orice x ∈ E să avem || x || ≤ r. Aceasta înseamnă că (∃) o sferă 
de rază r centrată în origine care conţine întreaga mulţime E. 
 
 
Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n închisă şi mărginită o numim mulţime 
compactă. 
 Intervalele n-dimensionale închise, precum şi sferele închise 
sunt mulţimi compacte. 
 

 26 
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Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n este conexă dacă nu există nici o pereche de 
mulţimi deschise G1, G2 ⊂ E astfel încât: 

⎩
⎨
⎧

Φ=∩∩∩

∩∪⊂

)G(A)G(A
   AG   AGGA

21

121 Φ≠∩G2  

În limbajul obişnuit, a spune că mulţimea E este conexă 
revine la a spune că “este formată dintr-o singură bucată”. 
 
 
Definiţie:  

Mulţimea E ⊂ 3n deschisă şi conexă se numeşte domeniu. 
Intervalele n-dimensionale deschise, precum şi sferele 

deschise sunt domenii din 3n. 
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CAPITOLUL  II 
 
 

ŞIRURI 
 
 
 
 

2.1. Şiruri în ∀  
 
 
Definiţie: 

Numim şir de numere complexe o aplicaţie f : ∠ → ∀ care 

asociază numărului k ∈ ∠, numărul complex f(k) 
(not)
= zk ∈ ∀. 

 Ca şi în cazul şirurilor de numere reale, şirul în mulţimea ∀ îl 
notăm (zk)k∈∠, zk fiind termenul general al şirului. 
 
 
Definiţie: 

Şirul de numere complexe (zk)k∈∠ este mărginit dacă există un 
r > 0 astfel încât pentru orice k ∈ ∠ avem | zk | ≤ r. 
 Având în vedere interpretarea geometrică a modulului unui 
număr complex, această relaţie ne spune că toţi termenii şirului sunt 
conţinuţi în discul centrat în origine având raza r. 
 
 
Definiţie: 

Numărul z0∈∀ este limita şirului (zk) kk
z  lim

∞→
=zk∈∠ ( 0) dacă 

pentru orice ε>0 există un rang Nε astfel încât pentr orice k>Nε  să 
avem  

|zk–z0|<ε. 
Această condiţie ne spune că de la un anumit rang, toţi 

termenii şirului aparţin unui disc centrat în z  de rază ε oricât de 0
mică. 

Şirurile de numere complexe care au limită se numesc şiruri 
convergente. În caz contrar, ele se numesc şiruri divergentăe. 
 
 
Pentru studiul unui şir de numere complexe vom considera cele două 
şiruri de numere reale (Re zk)k∈ ∠ şi (Im zk)k ∈ ∠ corespunzuătoare părţilor 
reale şi imaginare. 

 29
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Propoziţia 1: 

 (zk)k∈∠ mărginit ⇔  
⎩
⎨
⎧

∈

∈

  )z (Im
)z (Re

Nkk

Nkk

marginit
marginit  

 
Demonstraţie: 

“⇒” (zk)k∈∠ mărginit (∃) r > 0 astfel încât pentru (∀) k ∈ ∠ avem | z
(def)
⇔ k |≤r  

Din 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤

    r  z  z Im

r  z  z Re

kk

kk

∈∀

∈∀

N  k )(

N  k )(    
 rezultă că şirurile (Re zk)k∈∠ şi (Im zk)k∈∠ 

sunt mărginite. 
 

“⇐” 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤⇒

≤⇒

∈

∈

    rz Im      marginit   )z (Im

rz Re      marginit   )z (Re

2kNkk

1kNkk

∈∀

∈∀

N k )(

N k )(    
  

 
Folosim inegalitatea: 
| zk | ≤ | Re zk | + | Im zk | ≤ r1 + r2 = r  (∀) k ∈ ∠ de unde rezultă că şirul 
(zk)k∈∠ este mărginit. 
 
Propoziţia 2: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇔=

∞→

∞→

∞→ 0kk

0kk
0kk z Imz Im lim 

z Re  z  lim 
 z z lim

Re
 

 
 
Demonstraţie: 

“⇒”   pentru (∀) ε > 0 (∃) N z  lim 0k ∞→

(def)
⇔

 

  
  

 z Re 0k =

 z Im z 0k =

z k = ε a.î. pentru (∀) k >Nε avem 

| zk – z0 | < ε
 
Folosim inegalităţile: 
| Re zk – Re z0 | = | Re (zk – z0) | ≤ | zk – z0| < ε   (∀) k > Nε  
| Im zk – Im z0 | = | Im (zk – z0) | ≤ | zk – z0| < ε   (∀) k > Nε  
 
de unde conform definiţiei, putem scie 

z Re lim
k ∞→

 

 Im lim
k ∞→
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 z 0

(def)
⇔“⇐”    (∀) ε > 0 (∃) NRe k =z Re lim

k ∞→
1ε a.î. pentru (∀)  k >N1ε avem | 

Re zk – Re z0 | < ε  
2

 

 z Im 0

(def)
⇔

 <

 k =z Im lim
k ∞→

 (∀) ε > 0 (∃) N2ε  a. î.  pentru  (∀)  k >N2ε avem | Im 

zk – Im z0 |  ε  

 
 

2
 
Folosim inegalitatea 
| zk – z0 | ≤ | Re (zk – z0) | + | Im (zk – z0) | = 
  =| Re zk – Re z0) | + | Im zk – Im z0) | <

ε ε <  +  = ε    pentru  (∀)  k >Nε , unde Nε = max { N1ε , N2ε } 

 z z 0k =
∞→

2 2
Prin urmare,  lim

k

 
Este bine de reţinut că studiul unui şir de numere complexe îl facem cu 
ajutorul celor două şiruri de numere reale ataşate. 
 
 

2.2. Şiruri în 3n 
 
 
Definiţie:  

Numim şir de vectori din 3n o aplicaţie f : ∠ → 3n ce asociază 
unui număr natural k ∈ ∠ vectorul: 

f(k)  x
(not)
= k ∈ 3n 

 xk = (xk1 , xk2 ,…, xkn) ∈ 3n 

 
 
Pentru simplitate, un şir din 3n îl vom nota (xk)k∈∠ unde xk este termenul 
general al şirului. 
 
Putem face observaţia că unui şir (xk)k∈∠ de vectori din 3n îi putem asocia 
n şiruri de numere reale, (xki)k∈∠, i= n , 1  numite şirurile componentelor 
vectorilor xk. 
 
Definiţie:  

Şirul de vectori din 3n, (xk)k∈∠ este mărginit dacă există un r > 
0 astfel încât pentru orice k ∈ ∠ să avem          || xk || ≤ r. 
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Definiţie:  
Vectorul x0 ∈ 3n este limita şirului (xk)k∈∠  (   xx 0klim

k
=

→∞
) dacă 

pentru orice ε > 0 există un rang Nε astfel încât pentru orice k > Nε să 
avem || xk – x0 || < ε 

Un astfel de şir îl numim convergent. 
 

 
Ca şi în cazul şirurilor de numere complexe, în cazul şirurilor din 3n se pot 
demonstra două propoziţii asemănătoare care ne punctează modul în 
care se studiază aceste şiruri. 
 
Propoziţia 1: 

Şirul (xk)k∈∠ , xk∈3n este mărginit ⇔ şirurile (xki)k∈∠ ,xki ∈3, i = n , 1  
sunt mărginite 
 
 
Propoziţia 2: 

 32 

  x0k = lim
k

x lim
k ∞→

x ki⇔    x0i=
∞→

 , i = n , 1     

 
 
Demonstraţiile se pot face apelând la inegalităţile 

| α i | = ∑
=

≤
n

i
ii

1

2 α∑
=

n

i 1

α     ,  α i  ∈ 3 

 
 

2.3. Proprietăţi ale şirurilor convergente din 3n 
 
 
1) Fie (xk)k∈∠   , xk ∈ 3n  
    Dacă şirul (xk)k∈∠   este convergent atunci limita sa este unică. 
 
Demonstraţie:  
 
Vom presupune că şirul admite două limite x0 şi  ∈ 3*

0x

  xx lim 0kk
=

∞→

(def)
⇔

n 

Din  pentru (∀) ε > 0 (∃) N1ε a.î. 

pentru (∀)  k >N1ε avem || xk – x0 || < 
2
ε  

(3.1) 
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  xx lim *
0kk

=
∞→

(def)
⇔

*
0x

Din  pentru (∀) ε > 0 (∃) N2ε a.î. 

pentru (∀) k >N2ε  avem || xk –  || < 
2
ε

*
0x  x   

 
(3.2)

 
Notăm cu Nε = max { N1ε , N2ε } şi calculăm  

||x0 – || = ||x0 – xk + xk - *
0 || ≤ ||x0 - xk|| + ||xk - *

0 || <x
2
ε  + 

2
ε  = ε 

*
0x .

 

 
Deducem că x0 =  

 
2) Fie (xk)k∈∠ , xk ∈ 3n, x0 ∈ 3n  şi (αk)k∈∠  αk ∈ 3+

     Dacă  1) ||xk – x0|| ≤ αk       (∀) k ∈ ∠ 
     2)     0lim k =α

∞→k

 
Atunci    xx lim 0kk

=
∞→

 
Demonstraţie: 
 

Din  pentru (∀) ε > 0 (∃) N0lim kk
=α

∞→

(def)
⇒

 xx 0k

ε a.î. pentru (∀) k >Nε avem 

αk<ε (3.3)
 

Calculăm || xk – x0 || ≤ αk < ε (∀) k >Nε  
(def)
⇒ lim

k
=

∞

 

→
 

 
3) Fie (xk)k∈∠   , xk ∈ 3n    xx 0klim

k
=

∞→
⇒   x x lim 0kk

=
∞→

 
Demonstraţie: 

Din   pentru (∀) ε > 0 (∃) N xlim 0k
=

(def)
⇒x k∞→

ε a.î. pentru (∀) k >Nε avem  || 

xk – x0 || < ε             (3.4) 
 
Folosind o inegalitate a normei, avem  
| || xk || - || x0 || | ≤  || xk – x0 || < ε (∀) k >Nε  
 
de unde deducem că  x 0k =x lim

k ∞→
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4) Fie (xk)k∈∠ , xk ∈ 3n 
     (xk)k∈∠   convergent ⇒ (xk)k∈∠   mărginit 
 
Demonstraţie: 
 
Din (xk)k∈∠   convergent ⇒   xx 0klim

k
=

∞→
cu x0 ∈ 3n ⇒  x 0k =

ărginit. 

x lim
k ∞→

. Este 

cunoscut faptul că un şir convergent de numere reale este mărginit, deci 
există r > 0 astfel încât || xk || ≤ r pentru orice k ∈ ∠. Deci conform 
definiţiei şirul (xk)k∈∠   este m
 

5) Orice subşir al unui şir convergent din 3n este convergent şi are 
aceeaşi limită. 

 

6) Dacă într-un şir convergent din 3n scoatem sau adăugăm un mumăr 
finit de termeni, obţinem tot un şir convergent şi cu aceeaşi limită. 

 
Subliniem faptul că proprietăţile şirurilor convergente din 3n  sunt valabile 
şi pentru şirurile convergente de numere complexe. 
 
 

2.4. Operaţii cu şiruri convergente din 3n 
 
 
1) Fie două şiruri (xk)k∈∠   şi (yk)k∈∠ , cu xk, yk ∈ 3n şi x0, y0 ∈ 3n 

00kkk0 kk

0 k
 y x) y x(lim    

yylim

 xxlim
+=+⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

∞→
∞→

∞→      k  

 
Demonstraţie: 
 

0kk
 x  xlim =

∞→

(def)
⇒  pentru (∀) ε > 0 (∃) N1ε a.î. pentru  

                   (∀) k >N1ε avem  || xk – x0 || < 
2
ε   

(4.1) 

 

0kk
 y  ylim =

∞→

(def)
⇒  pentru (∀) ε > 0 (∃) N2ε a.î. pentru  

                    (∀) k >N2ε avem  || yk – y0 || < 
2
ε   

(4.2) 
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 || (xk + yk) – (x0 + y0) || ≤ || xk – x0 || + || yk – y0 || <
2
ε  + 

2
ε  = ε 

00  y x

pentru (∀) k > Nε = max { N1ε , N2ε }    
 
Rezultă kkk

) y x(lim +=+
∞→

 

 
2) Fie (xk)k∈∠   cu xk ∈ 3n  , x0 ∈ 3n şi (αk)k∈∠   cu αk ∈ 3, α0 ∈ 3  

00kkk0 kk

0 kk x)x(lim    
lim

 xxlim
α=α⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

α=α

=

∞→
∞→

∞→      

 
Demonstraţie: 
 

0kk
lim α=α

∞→

(def)
⇒

0 | <

 pentru (∀) ε > 0 (∃) N1ε a.î. pentru  

                             (∀) k >N1ε avem  | αk – α  

02 x
  

tru 

                         
(4.4)

xxlim =
(def)
⇒  pentru (∀) ε > 0 (∃) N2ε a.î. pentru  

                           (∀) k >N2ε avem  || xk – x0 || < 

ε
(4.3)

0kk
lim α=α

∞→
, (αk)k∈∠  mărginit ⇒ (∃) M>0 a. î. pen

            (∀) k ∈ ∠ avem | αk | ≤ M  

0kk ∞→

M2
ε   

(4.5)

 x0 - α0x0 || ≤ 

≤ || αkxk - αkx0 || + || αkx0 - α0x0  || = 

= | α  | ⋅ || x  – x  || + || x  || ⋅ | α < M ⋅

 
Folosind aceste trei inegalităţi calculăm 
|| αkxk - α0x0 || = || αkxk - αkx0 + αk

 - αo | 
M2
ε  || ⋅  + || x0k k 0 0 k

0x2
ε  = ε 

pentru orice k > Nε = max { N1ε , N2ε }  

00x)
 

Prin urmare, kkk
x(lim  =α

∞→
α   
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>>=<<⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

∞→
∞→

∞→
00kkk0 kk

0 k
 y, x y, xlim    

yylim

 xxlim

 
3) Fie (xk)k∈∠   cu xk ∈ 3n, x0 ∈ 3n

     (yk)k∈∠ cu yk ∈ 3n, y0 ∈ 3n 

     k  

 
Demonstraţie: 

0k
 x =

(def)
⇒k xlim

∞→
  pentru (∀) ε > 0 (∃) N1ε a.î. pentru (∀) k >N1ε  

să avem: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

ε
<

ε
<

3
   x- x

si     
y3

   x- x

0k

0
0k

0

(def)
⇒

 (4.6) 

kk
 y  ylim =

∞→
  pentru (∀) ε > 0 (∃) N2 ε a.î. pentru (∀) k >N2 ε  

⎪
⎪
⎩

ε
<

ε
<

3
   y- y

x3
  

0k

0

 

≤ 

≤ 

< 

⎪

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

si     

 y- y 0k

 (4.7) 

 
Având în vedere inegalitea Cauchy-Schwarz, calculăm  
| <xk , yk> - <x0 , y0> | =

= | <xk – x0 , y0> + <x0 , yk – y0> + <xk – x0 , yk – y0> | 

≤ | <xk – x0 , y0> | +| <x0 , yk – y0> | + | <xk – x0 , yk – y0> | 

≤ || xk – x0 || ⋅ || y0 || + || x0 || ⋅ || yk – y0 || + || xk – x0 || ⋅ || yk – y0 || 

<  
0y3

ε  ⋅ || y0 || + || x0 || ⋅ 
0x3

ε  + 
3
ε  ⋅ 

3
ε

>00  y, x

 = ε 

 
pentru orice k  > Nε = max { N1ε , N2ε }  
Prin urmare,    >=<<

∞→ kkk
 y, xlim  
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Aceste proprietăţi sunt valabile şi pentru şirurile de numere complexe. În 
plus, pentru aceste şiruri mai putem sublinia următoarele: 
Fie (zk)k∈∠ ,  zk ∈ ∀ ,  z0 ∈ ∀ 

     (wk)k∈∠ , wk ∈ ∀ , w0 ∈ ∀ 

 

 37

00 wz) =  a)  kkk0 kk

0 kk  wz(lim    
 wwlim

    zz  lim
⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∞≠=

∞≠=

∞→
∞→

∞→

 

 b) 
0

0

k

k

w
z

=⎟⎟
⎠

⎞

0kk
zzlim =

∞→

k

k

0 kk

0 kk

w
zlim    

  0         w          

0 wwlim

    zz  lim

⎜⎜
⎝

⎛
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

≠

≠=

∞≠=

∞→∞→

∞→

 

 
c)  ⇒ 0kk

zzlim =
∞→

⎭
⎬

ω ∈

∞→
marginit )(

lim

Nkk

kk 0)z(lim kkk

 
⎫=          0z

 ⇒ ω =d) 
∞→

⎭π≠0zarg
z

⎪⎩
=

=

∞→ 0kk

0

zarg)z
        |z||

 

⎬
⎫0 ⎪

⎨
⎧

∞→ kk
(arglim

z|lim=
∞→ kk

zlim
 ⇒ e) 

 
Definiţie: 

Şirul de numere complexe (zk)k∈N  are limita ∞ ( ), 

dacă pentru orice ε>0 există N

∞=
∞→ kk

zlim

ε  astfel încât pentru orice k>Nε , avem 
|zk| ≥ ε. 

 
 

2.5. Şiruri Cauchy 
 
 
Fie un şir (xk)k∈N cu xk∈ 3n. 
 
Definiţie: 
 Şirul (xk)k∈N este un şir Cauchy (şir fundamental) dacă 
pentru orice ε>0 există un rang Nε astfel încât pentru orice două 
numere naturale p, q>Nε să avem  
 ║xp-xq║< ε           (5.1) 
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Prin urmare, termenii unui astfel de şir au proprietatea că de la un anumit 
rang, distanţa dintre doi termeni ai şirului poate fi făcută oricât de mică. 
 
Observăm că putem exprima şi în alt mod condiţia (5.1.), adică: pentru 
orice k>Nε şi p∈N, p≥1, avem 
║xk+p-xk║<ε           (5.2.) 

 

 38 

⎩
⎨
⎧

α=α
+=+

∈∈

∈∈∈

                )x()x(
)yx()y()x(

NkkNkk

NkkkNkkNkk

Se poate demonstra că mulţimea tuturor şirurilor Cauchy din 3n formează 
un spaţiu vectorial real dacă cele două operaţii se introduc în felul 
următor: 

 (5.3.) 

 

Propoziţia 1: 
 Fie şirul (xk)k∈N cu xk∈ 3n. 
 Dacă (xk)k∈N este şir Cauchy ⇒ şirul (xk)k∈N este mărginit. 
 
 
Demonstraţie: 
 
Din (xk)k∈N şir Cauchy rezultă, conform definiţiei, că pentru orice ε>0 
există un rang Nε astfel încât pentru orice două numere naturale p,q>Nε 
să avem ║xp-xq║< ε.     
 
Calculăm ║xp║=║xp-xq+xq║≤║xp-xq║+║xq║< ε+μ 
unde am notat prin μ = max ║xi║, i= q1,  deci conform definiţiei, şirul 
(xk)k∈N este mărginit. 
 

Propoziţia 2: 
 Fie şirul (xk)k∈N cu xk∈ 3n, (xkm)k∈N un subşir al său şi x0∈ 3n. 
Dacă:  

0kk0kmkm

Nkk
xxlimxxlim 2)

Cauchy sir )x(  1)
=⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

= ∞→
∞→

∈
 

 

 
Demonstraţie: 
 
Din (xk)k∈N şir Cauchy rezultă conform definiţiei că pentru orice ε>0 există 
un rang N1ε astfel încât pentru orice două numere naturale p,q>N1ε să 
avem ║xp-xq║< ε/2.              (5.4.) 
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 avem Nk )(

 pentru incat astfel N )( 0, )( pentruxxlim Din

2m

2
)def(

0kmkm

ε

ε∞→

>∀

∃>ε∀⎯⎯ →⎯=
 

            
2

xx 0km
ε

<−  (5.5.)

 
Notăm Nε = max{N1ε , N2ε } 
Conform inegalităţilor (5.4) şi (5.5) putem scrie că pentru orice k şi km> Nε 
avem: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ε
<−

ε
<−

       
2

xx

2
xx

0km

kmk
 (5.6.)

 
Prin urmare: 

0kk

0kmkmk     
22

xxxx ε=
ε

+
ε

<−+−

∞→

0k

xxlim

xx

=

≤−
 şi putem scrie că 

 
 

Criteriul lui Cauchy 
 
 

Fie şirul (xk)k∈N , xk∈ 3n. 
(xk)k∈N este convergent ⇔ (xk)k∈N  este şir Cauchy. 

 
Demonstraţie: 
 
“⇒”  Din  (xk)k∈N convergent rezultă, conform definiţiei, că există xo∈ 3n 
cu proprietatea: pentru orice ε>0 există Nε astfel încât oricare k>Nε avem  
║xk -x0║< ε/2          (5.7.)
 
Pentru oricare p,q> Nε putem scrie 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ε
<−

ε
<−

       
2

xx

2
xx

0q

0p
 (5.8.)

 

Calculăm: ε∈N q,p )∀ε=
ε

+
ε

<−+−≤− (  
22

xxxxxx q00pqp  

Prin urmare şirul (xk)k∈N  este şir Cauchy 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

 

 40 

)km∈N. 

“⇐” Din (xk)k∈N  este şir Cauchy rezultă conform propoziţiei 1 (xk)k∈N  
este mărginit. Conform lemei lui Césaro, din orice şir mărginit din 3n se 
poate extrage un subşir convergent, (xkm

Dacă  este convergent  )x( sirul  deci xxlimxxlim Nkk0kk

)2 propoz(

0kmkm ∈∞→∞→
=⇒=

 
Observaţii:---------------------------------------------------------------------------------- 
 
− Un spaţiu metric în care fiecare şir Cauchy este convergent se 
numeşte spaţiu complet. 
− Un spaţiu normat complet se numeşte spaţiu Banach. Rezultă că 
spaţiul normat 3n  este spaţiu Banach. 
− Un spaţiu Banach în care norma se introduce cu ajutorul produsului 
scalar, se numeşte spaţiu Hilbert. Un spaţiu Hilbert cu n dimensiuni se 
numeşte spaţiu euclidian n-dimensional. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Rezultă că spaţiul Banach 3n  cu norma x,x=||x||  este un spaţiu 
Hilbert cu n dimensiuni, adică un spaţiu euclidian n-dimensional. 
− 3n este de asemenea spaţiu Banach pentru norma ║x║1=∑ ⏐xk⏐şi 

║x║2= sup ⏐xk⏐, k= n1,  
 
 

2.6. Exerciţii rezolvate 
 
 
1)   Să se arate că şirul de numere complexe (zk)k∈N  cu  

( ) e...ee1
k
1z kii2i

k
θθθ ++++=  este mărginit 

 
Apelând la formula cunoscută  
eiθ=cosθ+ isinθ      (6.1.) 

 
vom încerca să separăm partea reală de cea imaginară în expresia lui zk 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )θ++θ+θ+θ++θ+θ+=

=θ+θ++θ+θ+θ+θ+=

ksin2sinsin
k
1ikcos2coscos1

k
1

ksinikcos...2sini2cossinicos1
k
1Zk

KK

 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

( )

 41

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

θ++θ+θ=

θ++θ+=

ksin2sinsin
k
1ZIm

kcoscos1
k
1ZRe

k

k

K

K

 (6.2.)

 
Este suficient sa verificam mărginirea şirurilor de numere reale (ReZk) k€N 
si (Im Zk) k€N 

( )

( ) ∗∈∀=≤θ++θ≤θ++θ=

≤
+

≤θ++θ+≤θ

Nk,1
k
kksinsin

k
1ksinsin

k
1ZIm

2
k

k1kcoscos1
k
1k

k KK

K

 

++θ+= coscos1
k
1ZRe k K

 

 
Prin urmare, conform definiţiei, aceste şiruri sunt mărginite. 
 
 
2) Să se arate că şirul de vectori din 33, (xk) k€N , xk=(X1k, X2 k, x3k) cu

k2k3

k2

k1

2
acos

2
acos

2
acosacosx

)1k(k
1

32
1

21
1x

k2
1

2k
1

1k
1x

K

K

K

⋅⋅=

+
++

⋅
+

⋅
=

++
+

+
+

=

 

este mărginit. 
 
Este suficientă verificarea mărginirii celor trei şiruri de numere reale. 

*
kk2k3

*

k2

k1

Nk,1
2
acos

2
acosacos

2
acos

2
acos

2
acosacosx

Nk,1
1k

11

1k
1

k
1

3
1

2
1

2
11

)1k(k
1

32
1

21
1x0

Nk,1
1k

1k
k2
1

2k
1

1k
1x0

∈∀≤⋅=⋅⋅=

∈∀<
+

−=

=
+

−++−+−=
+

++
⋅

+
⋅

=<

∈∀<
+

⋅≤++
+

+
+

=< ∗

KK

KK

K

 

x3k) 

 
 
3) Să se calculeze limita şirului de vectori din 33, (xk) k€N , xk=(X1k, X2k, 
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 ( )
( )

1k
1kk

2

k3

k

k
k

k

2
k

k

1
k

k2

k
3k3

k1

2

1k
1kkx

k2
C

22
C

12
Cx

!k2
!k3x

+
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++=

+
++

+
+

+
=

=

K

 
Vom calcula separat limitele celor trei şiruri de numere reale. 
Pentru primul şir folosim criteriul radicalului. 

( )[ ]
( )

( )
( )

( )
( )
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( )
( ) 1

)3k3)(2k
1k

!k3
! k3

! 3k3
! 1k3lim

3

3k3

33k3

k

=
++

+

∗
+
+

=
+

∞→

3(1k3
3lim

! k3
!k3limxlim

3

k

k
3k3

kk1k

+
=

=

∞→

∞→∞→
 

 
Pentru al doilea şir folosim regula cleştelui având în vedere că putem 
scrie inegalităţile 

3
kk

1k
k

1k
1kklim1k

1kk

2k

1k
1kk

2

2

kk3k

k2k

k

k

k

k

k

k

k

k

k2k

k

)e,1,1(xlim

ee
1k

k1lim
1k

1kklimxlim

1xlim
1

12
12lim

1
k2
12lim

12
12x

k2
12

2

2

k

22

∈=⇒

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++

=

=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
+
−

=
+
−

+
−

≤≤
+
−

⇒

∞→

+
∗

+
++

+
++

∞→

+
++

∞→∞→

∞→

∞→

∞→

∞→

k

k
k

2
k

1
k

k2k

k
k

2
k

1
k

12
CCCx

k2
CCC

+
++

≤≤
+

+++ KK

 
 
 
4) Să se studieze natura şirului de vectori din R3, (xk) k€N , xk=(X1k, X2k, 
x3k) unde 
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Np,
kk

1

k2

1

k1

1x

n
1x

,
2

nsinx

p pp pp pk3

k

1n
2k2

k

1n
nk1

∈
+

++
+

+
+

=

=

∈θ
θ

=

∑

∑

=

=

K

 

 
- Pentru primele două, vom arăta că sunt şiruri Cauchy de numere 

reale. 

∞→→
+

≤
+

++
+

+
+

=−

∞→→≤+++≤
θ+

+

+
θ+

≤
θ+

++
θ+

+
θ+

=−

+

+++++

+++++

k  când  ,0
)1k(

p
)pk(

1
)2k(

1
)1k(

1xx

k  când  ,0
2
p

2
1

2
1

2
1

2
)pksin(...

2
)1ksin(

2
)pksin(

2
)2ksin(

2
)1ksin(xx

2222k2pk,2

1kpk2k1kpk

1kpk2k1kk,1pk,1

K

K

KK

 

 
- Pentru ultimul şir calculam limita folosind regula cleştelui 

p pk3p p k1

kx
kk

k

+
≤≤

+
 

 
Cum 

1xlim
1

k1
klim

1
kk

lim

k3k

p pk

p pk

=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

=
+

=
+

∞→

∞→

∞→

k⎧

 

 
Rezultă că şirul (xk)k€N de vectori din 33 este convergent. 
 
 
5) Să se arate că şirul de numere reale (xk)k€N cu  

∑
=

=
0n

k !n
1x  este convergent şi are ca limită numărul e. 

 
Pentru convergenţă, este suficient sa arătăm că este şir Cauchy. 

( ) ( ) ( ) ∞→→
+

≤
+

++
+

+
+

=−+ k,0
!1k

p
!pk

1
!2k

1
)!1k(

1|xx| kpk K  
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- Pentru calculul limitei, vom folosi limita numărului e,    

 44 

e
k
11lim

k

k
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
 şi notăm 

=∗++∗+∗+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += k

k
k2

2
k

1
k

k

k k
1C

k
1C

k
1C1

k
11S K  

k

k

0n

k2

x
!n

1
!k

1...
!3

1
!2

111

!k
k

1k1...
k
11

...
!3

k
21

k
11

!2
k
11

11

k
1

!k
)]1k(k)...[1k(k...

k
1

!2
)1k(k

k
1k1

==+++++≤

≤
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

++
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
−

++=

=⋅−−−++⋅−+⋅+=

∑
=

 

 
Prin urmare Sk≤ xk     (∀) k∈N 
 

, prin urmare Prin trecere la limită avem kkkk
xlimSlim 

∞→∞→
≤

 xlime kk ∞→
≤  (6.3.) 

 
Fie un număr natural n<k şi notăm 

!n
k

1n1
k
11

...
!3

k
21

k
11

!2
k
11

11Sn
k

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

++
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
−

++=  

 
Evident avem  astfel încât prin trecere la limită obţinem k

n
k SS <

unde  de  ex
!n!3!2

n

kkkk

≤
∞→∞→

          exlim nk
≤

∞→

e1...1111  ;  SlimSlim n ≤+++++≤
 

 
 (6.4.) 

 
Din (6.3) şi (6.4) obţinem 

 (6.5.)           exlim kk
=

∞→
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CAPITOLUL III 
 
 

SERII 
 
 
 
 

3.1. Serii în 3n 

 
 
Fie şirul (xk)k∈N cu xk∈ 3n. Deoarece perechea (3n, +) este un grup, putem 
spune că suma finită x1+x2+…+xk∈3n, (∀) k∈N. 
 
Dacă ne propunem să determinăm “suma infinită” 

         x...x...xx
1k

k

)not(

k21 ∑
∞

=

=++++

 

 (1.1.)

 
vom constata că “ valoarea” sa nu este totdeauna un vector din 3n. Mai 
mult, nu ştim ce este “valoarea” acestei sume infinite. 
 
Vom nota prin 
sk=x1+x2+…+x k    (∀) k∈N      (1.2.)
şi în continuare vom lua în consideraţie şirul de vectori din 3n, (sk)k∈N 
 

Definiţie:  
Prin serie în spaţiul vectorial normat 3n înţelegem un cuplu de 

şiruri ((xk)k∈N, (sk)k∈N), unde vectorul xk se numeşte termenul general 
al seriei, iar vectorul sk se numeşte suma parţială de ordinul k a 
seriei. Seria o notăm simplu, 

       x sau x k
1k

k ∑∑
∞

=

          (1.3) 

 
Definiţie:  

Seria Σxk se numeşte serie convergentă dacă (∃) un vector 
s∈Rn  astfel incât şirul (sk)k∈N să fie convergent către s. 

În acest caz, vectorul s∈3n se numeşte suma seriei (1.3.) şi se 
fololeşte notaţia: 

          xs
1k

k∑
∞

=

=           (1.4) 
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Definiţie:  
O serie care nu este convergentă se numeşte serie 

divergentă. 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Prin analogie putem introduce noţiunea de serie în R sau în ∀. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 

Definiţie:  
Seria de vectori din 3n , Σxk, este absolut convergentă dacă 

seria normelor, Σ║xk║, este convergentă . 

 

Definiţie:  
Seria de vectori din 3n  , Σxk, este semiconvergentă dacă ea 

este convergentă dar nu şi absolut convergentă. 

 

Propoziţie:  
O serie din 3n absolut convergentă este şi convergentă. 

 
Demonstraţie: 
 
Fie seria Σxk, xk∈3n . Din Σxk  absolut convergentă rezultă, conform 
definiţiei Σ║xk║convergentă ⇒ (def) şirul sumelor parţiale (σk)k∈N cu 
σk=║x1║+…+║xk║ este convergent ⇒ (σk)k∈N este şir Cauchy ⇒ pentru 
(∀) ε>0 (∃) Nε astfel încât pentru (∀) k>Nε şi (∀) p≥1 (p∈N) avem 
║σk+p -σk║<ε, adică 
 
║xk+1║+║xk+2║+…+║xk+p║<ε           (1.5.) 
 
Pentru seria Σxk  , notăm (sk)k∈N şirul sumelor parţiale şi calculăm:  
║sk+p -sk║= ║xk+1+xk+2+…+xk+p║≤ ║xk+1║+║xk+2║+…║xk+p║<ε   (∀)k>Nε 

şi (∀) p≥1 (p∈N)  ⇒ (sk)k∈N este şir Cauchy în 3n ⇒ (sk)k∈N este 

convergent ⇒ seria Σxk  este convergentă. 
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Observaţii:---------------------------------------------------------------------------------- 
1. În Rn nu orice serie convergentă este şi absolut convergentă. 
2. Seriile din 3 sau ∀ sunt absolut convergente dacă seriile modulelor 

sunt convergente. 
3. Dacă Σxk este o serie din 3n absolut convergentă, atunci are loc 

inegalitatea: 
     ║Σxk  ║ ≤ Σ ║xk ║         (1.6.)
4. Dacă într-o serie absolut convergentă se schimbă ordinea termenilor, 

se obţine tot o serie absolut convergentă şi cu aceaşi sumă. 

5. Unei serii de vectori din 3n, ∑ kx  unde   )kn ∈  îi 

putem asocia n

∞

=1k

 x, ... , x,x(x k21kk =

 serii de numere reale, n1,i , x
1k

ki =∑
∞

=

, numite seriile 

componentelor vectorilor xk. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

3.2. Criterii de convergenţă pentru seriile din 3n 

 
 
Criteriul general al lui Cauchy 
 

Fie Σxk , xk∈3n. Σxk convergentă ⇔ pentru (∀) ε>0 (∃) Nε astfel incât 
pentru (∀) k>Nε şi (∀) p≥1 (p∈N) avem  ║xk+1+xk+2+…+xk+p║<ε 

 
Demonstraţie:  
 
Vom folosi criteriul lui Cauchy pentru un şir din 3n  
Σxk convergentă ⇒(def) (sk)k∈N este convergent ⇔ (sk)k∈N este şir 
Cauchy ⇒(def) pentru (∀) ε>0 (∃) Nε astfel incât pentru (∀)k>Nε şi (∀)p≥1 
(p∈N) avem ║sk+p -sk║<ε, adică  ║xk+1+xk+2+…+xk+p║<ε. 

 

 
Criteriul lul Abel 
 

Fie seria  Σxk , xk∈3n şi (sk)k∈N şirul sumelor parţiale.  
Fie şirul (αk)k∈N , αk∈3+ .   
Dacă: (sk)k∈N este mărginit şi (αk)k∈N este descrescător, convergent spre 
0 ⇒
⇒Σαk xk este convergentă. 

 47

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

Demonstraţie: 
 
Din (sk)k∈N mărginit ⇒ (∃) M>0 astfel încât ║sk║≤ M, (∀) k∈N 

 48 

M2
  avem , Nk  )(  pt.  a.i. N  )( 0 )( pt.0lim Din kkk

ε
<α>∀∃>ε∀⇒=α εε∞→

 

 
= 

≤ 
≤ 

 

onvergentă. 

 care se face folosind un 
riteriu şi pe de altă parte, calculul sume seriei. 

 
3.3. Proprietăţi ale seriilor din 3

 

 
Vom arăta că seria Σαkxk verifică criteriul lui Cauchy.  
Observăm mai întâi că: xk+1=sk+1-sk (∀) k∈N 
      ⏐αp-αp+1⏐=αp-αp+1>0 (∀) p∈N şi calculăm
 
║αk+1xk+1+αk+2xk+2+…+αk+pxk+p+║=
=║αk+1(sk+1-sk)+ αk+2(sk+2-sk+1)+… +αk+p(sk+p-sk+p-1)║
=║-αk+1sk+(αk+1-αk+2)sk+1+…+(αk+p-1-αk+p)sk+p-1+αk+psk+p║
≤αk+1║sk║+(αk+1-αk+2)║sk+1║+…+(αk+p-1-αk+p)║sk+p-1║+αk+p║sk+p║
≤ M [αk+1+(αk+1-αk+2)+…+(αk+p-1-αk+p)+ αk+p]=
=2M ⋅ αk+1<2M⋅ε/2M= ε    (∀) k>Nε , (p)≥1 ⇒ seria Σαkxk este 
c
 

Trebuie să subliniem că pentru o serie ne interesează rezolvarea a două 
probleme. Pe de o parte stabilirea naturii seriei
c

 

ν convergente 

vergentă, atunci şirul  (xk)k∈N al 
rmenilor seriei converge către vectorul 0∈Rn . 

 
 

1) Fie Σxk , xk∈3n , daca Σxk con
te

 
Demonstraţie: 

Dacă Σxk convergentă⇒ (sk)k∈N este convergent ⇒ (∃) s∈3n astfel încât: 
sslim kk

=
∞→

 

0s
 2k  )(  , ss xDeoarece 1kkk

=−

>∀−= −
 

 
Notăm (sk)k∈N şirul sumelor parţiale. 

s)ss(limxlim 1kkkk =−= −∞→∞→k
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2) Dacă şirul termenilor seriei nu este convergent către 0, atunci seria 
ste divergentă. e

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 

 să f
onvergentă. 

----

Există serii pentru care şirul termenilor converge către 0 fără ca seria i 
c

--------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu:

 49

 ---------------------------------------------------------------------------
ă considerăm seria de numere pozitive numită serie armonică. 

-------- 
S

            1∑
∞

 
k1k=

(3.1.)

Pentru această serie, şirul termenilor 

( )

 

N)k(      
2k2

k
k2

...
2k1k

ss dar kk2 ∈∀=⋅≥++
+

+
+

=−
11111

0
k
1x

Nk
Nkk →⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∈
∈

 

-----------------------------  

tem primii p termeni şi 

pk rx =  

 
deci nu este satisfăcută condiţia din criteriul general al lui Cauchy. 
----------------------------------------------------------------
 
Fie seria Σ k , xk∈3n . Din această serie scoax
reţinem seria 

)not(∞

1pk +=

pe care o numim restul de ordin p al seriei

∑
. 

 

3) Resturile unei serii convergente formează un şir convergent către 0. 

 
Demonstraţie: 

sslim incat astfel s )(  aconvergent x kk

n

1k
k =∈∃⇒

∞→

∞

=
∑  

             xx
1pk

kp ∑
∞

+=

+  ...xxx∑
∞

+++= 21
1k

k
=

(3.2.)

 
ai putem scrie      M
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s=sp+rp              (3.3.) 
de unde 0ss)ss(limrlim pppp

=−=−=
∞→∞→

 

 

4) Dacă într-o serie convergentă schimbăm ordinea unui număr finit de 
termeni obţinem tot o serie convergentă şi cu aceeaşi sumă. Acelaşi 
rezultat pentru cazul unei serii divergente. 

 

5) Dacă la o serie convergentă adăugăm sau înlăturăm un n
termeni obţinem tot o serie convergentă dar, în general, cu alt

umăr finit de 
ă sumă. 

 

Pentru o serie divergentă se obţine un rezultat asemănător. 

6) Seria de vectori din 3n este convergentă dacă şi numai dacă cele n 
serii de numere reale corespunzătoare componentelor sunt convergente. 

 
Demonstraţie: pentru im s plitate, facem demonstraţia numai pentru cazul 
unei serii de numere complexe. 

 

∑
∞

=1k
kz  convergentă ⇔  

ăconvergent

ăconvergent

zIm

z

1k
k

1k
Re

∑

∑
∞

=

∞

=  
k

 

 
 z...zzs +++=   k21k

Notăm k21k zRe...zRezRe +++=η  (3.4) 
 I 21 zIm...zImzIm +++=k k   

 
Observăm că între sumele parţiale corespunzătoare celor trei seri
crie relaţia: 

i putem 

kk iI+η=  (3.5) 

ă în (3.5) putem demonstra ambele implicaţii: 
 

7) Fie seriile ∑
∞

=1k
kx , ∑

∞

=1k
y n

kk y,x ∈  şi n,s ∈σ , 

s
ks

 
Prin trecerea la limit

k  , α∈  
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)aconvergent(

)aconvergent(

y

sx

1k
k

k

σ=∑
=

 
⇒  

   )ăconvergent(

)ăconvergent(

sα=

+=+

∑

∑
∞

=

∞

=

1k
k

1k
kk

︶︵ax

σs︶y︵x=
∞

1k
∞
=
∑
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emonstraţieD : 

k21

k

y...yy
x

+++=σ
+

 (3.6) 

 
Notăm: 21k ...xxs ++=

k

)yx(...)yx()yx( KK2211k ++++++=η  

(3.7) 

K21k x...xx α++α+α=  
 
I

Între aceste sume parţiale putem scrie: 

     sI
s
α=

σ+=η
 kkk

kk

 
P
 

rin trecere la limită, se verifică rezultatele menţionate. 

3.4. Serii alternate
 

 
 
 
Se numeşte serie alteranată o serie de numere reale de forma: 
∞

⋅− k x)1(∑
k

k
=1

 unde x  +∈k

 
(4.1) 

Nkk ) ∈  este 
descrescător ătre zero, este convergentă. 

 
Criteriul lui Leibniz 
 

O serie alternată pentru care şirul modulelor termenilor, x(
şi convergent c

 
Demonstraţie : 
Vom folosi criteriul lui Abel de convergenţă pentru serii verificând cele 
două condiţii: 
 

 pen  ∑
∞

=
−

1
)1(

k

k  , evident N∈kks )(  al sumelor parţiale este 

mărginit deoarece: 

impar=
 

)∀  Nk ∈  

**)Şirul Nkk )x( ∈   0 

∑
∞

=

−
1

k x)1( ntă. 

*) tru seria şirul 

kpt1
pt0

)1(...111 k

⎩
⎨
⎧

=−++−+−
park

sk
=

=

 
1k ≤  (s

Prin urmare seria 
k

k  este converge
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Exemplu: ---------------------- ------------------------------------ 

ia armo
-------------------------

Ser nică alternată  

∑
∞

⋅− k 1)1(  (4.2)
=1k

 
k

e convergentă conform acestui criteriu. 

seria or 

est

Deoarece  m lelodu ∑
∞

=1k k
1  e diverg tem spune c  seri

ă alternată este o serie semiconvergentă. 
------- -------- ---------- -- ---------------  

 
 

3.5. Serii cu termeni pozitivi

ste entă, pu ă a 

armonic
----- ---------------------- --- -- -------------------

 
 

u +∈kx , are proprietatea că şirul 

sumelor par ( cător. 

Nk) ∈  este mărginit superior, atunci ∑
∞

=1k
kx  este 

onvergen ă. În caz contrar, seria este divergentă. 

exem u 

 

O serie cu termeni pozitivi ∑
∞

=1k
kx  c

 este un şir cresţiale, Nkk )s ∈

Dacă şirul ks( seria 

c
 

t

Un plu de serie c termeni pozitivi este seria geometrică: 

=0
(5.1)∑

∞

k

kq , 0q >  

 
Pentru această serie, su ţială ks  este:  ma par

1q
1q 1k

−
−+

q1 k+= ...qqs 2
k =+++ , pt. 0q ≠ . 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎧ pt1

⎨=
∞→

slim kk
, iar pentru 1q

>∞

∈
−

1qpt

)1,0(q
q1

=  seria devine 1+1+1+ Cum 

… , deci este divergentă, putem reţine următoarele rezultate: 

Seria ∑
∞

=

 

0k

kq  este 
⎪

⎪
⎨

⎧
 

convergentă pt )1,0(q  (5.2)∈
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divergentă pentru 1q ≥  

 
În continuare, vom da câteva criterii de convergenţă pentru aceste serii. 
 
1. Primul criteriu de comparaţie: 
 

 54 

Fie seriile ∑
∞

=1k
kx , ∑

∞

1k
ky  , +∈k y,x  şi +∈α . Dacă kk yx  )(≤ α ∀

=
k , Nk ∈ , 

atunci: 

a) ∑
∞

ky
=1k

 convergentă ⇒  ∑
∞

kx  convergentă 
=1k

b) ∑
∞

=1k
kx  divergentă ⇒  ∑

∞

ky  divergentă 
=1k

 
Demonstraţie: 
Notăm:  ks =

k21k

k21

y...yy
x...xx

++=σ
+++

 
+

 
Evident avem: 

s ασ≤  )∀  Nk ∈  (5.3) 

1k
 Nkk )( ∈σ  Nkk )( ∈

kk (
 

a) ∑
∞

=
ky  convergentă ⇒  convergent ⇒  mărginit superior σ

⇒  Mk ≤σ  )(∀  Nk ∈  ⇒
)3.5(
 Msk ⋅α≤  (  Nk ∈  ⇒

ă 

∀)  Nkk )s( ∈  mărginit 

∞

)

 k ⇒  ∑
∞

=1k
ky  divergentă. 

 
xemple:

superior ⇒  ks( Nk) ∈  convergent ⇒  ∑
∞

=1k
xk  convergent

 

b) ∑
=1k

kx  div  ⇒  Nkk )s( ∈  divergent ⇒  Nkk )s( ∈  nemărginit superior 

k )(σ ărginit ⇒  Nkk )( ∈σ  div

er

N∈

gentă

 nem⇒
3.5(

ergent 

E  ------------------------------------------------------------------------------------ 

a) Seria ( )
( )∑

∞ k

=1k ! k2 ( )

2! este convergentă ( ) deoarece k

2 1!k
≤  pentru k≥1 şi 

 

2! k2
comparaţia se face cu seria geometrică 
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( )
b) Seria ∑

∞

=1k + 1kk
1  este divergentă

( )
, deoarece 

1k
1

1 +
>  şi 

comparaţia se face cu seria armonică. 
-------------------------------------------------------------------------------------------  

e ţie 

kk
1
+

--
 
2. Al doilea criteriu d  compara
 

Dacă: 
kk yx

x 1k1k y ++ ≤  )(∀  N∈k  

Atunci:  

a) ∑
=

ky  convergentă 
∞

1k

⇒  ∑ kx  convergentă 

b) ∑
∞

kx  d
=1k

ivergentă ⇒  ∑ ky  divergentă 

 
Demonstraţie: 

Din 
k

1k1k yx ++ ≤  ⇒  
kx y 1k

1kk xx +≥ )(
k yy +

∀  N∈k  ⇒  ...xx k21 ≥≥  
y
x...

yy k21
≥≥

 

Dac m ă notă
1y
1x

=α , atunci  Nkykx α≤  ( ∈∀) k  şi suntem în condiţiile 

 
iul d auc

 

crietriului anterior. 

3. Criter e condensare al lui C hy 

Fie ∑
∞

=1k
kx  +∈kx  

Dacă şirul ( ) N∈kkx  al termenilor serie este descrescător, atunci seriile 

∑
∞

=1
kx  şi ∑

∞

=1k
k2

k x2 au aceeaşi natu ă.  
k

r

 
Demonstraţie:  

*) Presup ∑
∞

=1k
k2

k x2  tă. Vom grupa termenii 

iei ∑
∞

kx tor:  

unem că seria este convergen 

 în felul urmăser
=1k
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)

) ...

...x

12

7

1k +

++

−+

 

ni 

( ) (xxxxx 4321k ++++=∑
( x...xxx

xx

22122

65
1k

kkk +++++

+

++

∞

=

 
(Fiecare grup conţine k2  terme )k  

12 1kx.
−++ şi cons

∞

=0k

 preciza folo ria ∑
=1k

ky  

k2
k

1 x2≤  
( )∀  k  (5.5) 

s r rgentă 

=1k

**) Presupu ∑
=1k

kx  convergentă şi vom forma seria cu termenii 

=1k

 încâ enul 1  să fie  

0≥
 

Notăm 122k kk ..xxy
+
++=  (5.4) iderăm seria ∑ ky  

numită seria cu termeni grupaţi.  
 

∞ ∞

Evident, natura seriei ∑
=1k

kx  o putem sind se

Deoarece 1kkk 2122k x...xxy +++=
−+ +

k2
k x2ky ≤  N∈

 

putem folo i p imul criteriu al comparaţiei. Din ∑
∞

=1k
2

k
kx2  conve

∑
∞

⇒ ky  convergentă ⇒ ∑
∞

=1k
kx  convergentă. 

∞

nem seria 

stfelgrupaţi ∑
∞

ky  a t term ky −

1k

kk

termeni2

221k ...xxxxy

kk

kkkk1k11k

2
k

2
1k

222232212

x2
2
1x2

xx...xx

=⋅=

≥ + + =+++++=−

−

−
4444 341

+

−

+++ −−
444 2

 

( )      k         x2
2

y k21k N∀−  (5.6) 

ra iei şi rela ∑
∞

=1k
kx  convergen  

=0k
∑
∞

=1k
2

k
kx2  convergent

 
 

1 k ∈⋅≥

 

d criteri l compa tăFolosin u ţ ţia (5.6) obţinem: 

ă. ⇒ ∑
∞

ky  convergentă ⇒
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:Exemplu  ----------------------------------------------------------------------------------- 

Seria armonică generalizată 
 

 

∑
∞ 1

=1
αk

 (5.7)

care este convergent 1>

k

 
αă pentru .  

În cazul de fa ∑
=1k

k
( )

 
∞

ţă, seria 2kx2  este ∑
∞

=
−α

1k
1k2

1  care este o serie 

geometrică cu raţia subunitară pentru 1>α . 
-------------------------------------------------------------------------------------------  --

 
4. Criteriul rădăcinii al lui Cauchy 
 

Fie seria ∑
∞

x , cu +∈x  
=1k

k k

a) Dacă există un număr natural N  astfel încât pen k  să1 tru orice 1N≥  

avem qxk
k ≤  ( ))1,0q( ∈  atunci seria ∑ kx  este con

∞

=1k

vergentă. 

b) Dacă există un număr natural 2N  astfel încât pentru orice 2N≥k  să 

avem 1xk
k ≥  atunci seria ∑

∞

kx  nu este divergentă. 
=1k

 
Demonstraţie: 
 
a) Din q≤  (∀xk

k ))  1N≥k  kq≤  (kx⇒ ∀  x . Cum 

ţiei, s

k ≥ ( )1,0q∈ , seria 

e ria ∑ kx  este 

 

b) Din 

∑ kq  est ve
≥ 1Nk ≥ 1Nk

convergentă
∞

=1k
kx  este convergentă. 

con r

 ⇒  ∑

gentă. Conform criteriului compara e

0 
1xk ≥  N≥k  ⇒  1x ≥  k 2 k ( )∀  N≥k  2

⇒  
( ) N∈kkx  ⇒ ∑

∞

=1k
kx  

este divergentă. 
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orolarC  
 

Dacă ∞≤=
∞→

lxlim k
kk

, atunci: 

a) dacă ∑
∞

=

<
1k

k1   convergentă  ⇒ xl

b) dacă ∑
∞

=

⇒>
k

x1l  divergentă 
1

k

 
Observaţie:------------------------------------------------
 

--------------------------------- 

acă 1l = , nu putem trage nici o concluzie asupra seriei. 

------------------------------------------------------------------------------

D

-- ----------  
Exemple: ------------------------------ --------------------------- ------------------------- 

( )

- -

a) seria ∑
∞ 1  este convergentă deoarece 10

k
<==

∞→
 

ln
1limxlim

k
k

k
=2k

kkln k ∞→

) seria ( )
( )∑

∞

=1k 2k16

5

++
k

k

1k

k este divergentă deoarece  b

1
4
5

12k
>=

++∞→∞→
 

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 

eriul raportului d’Alembert 
 

kk16

k5limxlim k
k =

k

5. Crit

Fie seria ∑
=1k

kx , ∈kx  
∞

+

a) Dacă există un număr natural 1N  astfel încât pentru orice 1N≥k să 

avem q
x

x

k

1k ≤+  ( )1q0 <<  atunci seria ∑
∞

=1k
kx  este convergentă. 

b) Dacă există un număr natural 2N  astfel încât pentru orice 2N≥k  să 

avem 1
xk

1k ≥+ , atunci seria este divergentă x
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a) Din condiţia q
k

1 ≤+  
x

xk )(∀  1  rezultă xN≥k , kqx1k ≤+  (∀)  1N≥k  sau  

NN xqx p
p ≤+  )(∀  1p ≥  (5.8)

≥1p

convergent

11

Folosim criteriul comparaţiei ţinând seama că seria ∑ pq  este 

( )1,0q ∑∈ . Rezultă ă pentru că 
≥Nk

kx  este convergentă, de 

n  este convergent

b) Din  

1

∞

de şi seria ∑
=1k

kx ă. u

 
 

condiţia 1≥
x

x

k

1k+ ) pentru (∀  N≥k )  2N≥k , 2  rezultă kx≥  (∀1kx +

deci şirul ( ) N∈kkx  0. Seria ∑
∞

kx
=1k

 

Corolar:

 este 

 

divergentă.  

 
 

Daca ∞≤
∞→ xkk

, atunci: =+ lxlim 1k

a) Dacă  l <  1  ∑
∞

⇒ kx  convergentă; 
=1k

b) Dacă  1  l > ∑⇒
1

kx  divergent 
∞

=k

ă 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------

---------------- --------------------------------------------------------------- ---

------- 
 

Dacă l=1, nu putem spune nimic despre natura seriei: 

- ------ -  
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a) Seria 
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∑
=0k

k

!k
a  cu  0a >  este convergentă deoarece 

∞

10
1

<=  
k

alim
x

xlim
kk

1k
k +

=
∞→

+

∞→

b) Seria ∑
∞

=k

 cu i  0b > este divergentă deoarece 
1

b

k

k
a 1a >  ş

1alimx k
(

1k >=+  

---------------------------------------------------------------------------------------------  

 
riul Raabe – Duhamel 

ab
) =

x 1kkkk +∞→∞→

 

lim

6. Crite
 

Fie seria ∑
∞

=1k
kx ; +

kx   ∈

a) Dacă există un număr natural N , astfe1 l încât pentru orice 

1Nk ă avem ≥ s 11
x
xk

1k

k >λ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

, atunci seria ∑
∞

=1k
kx este 

convergentă. 
b) Dacă există un număr natural N , astfel încât pentru oric N≥ , 2 e 2k

să avem 11
x
xk

1k

k ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

, atunci seria ∑
∞

=1k
kx este divergentă. 

 
Demonstraţie: 

a) Pentru simplitate, luăm 1N1 = şi μ+1 unde 0>λ = μ . Condiţia 

μ+1≥⎟⎟
⎠

⎞
1⎜⎜

⎛ xk k

⎝
−

+x 1k
(∀ 1 ă scriem

 

 )  k ≥  ne permite s : 

( ) 0xkkx 11k >− +  )(xkμ1 k ≥+ + ∀  1k ≥  (5.9) 

Prin urmare  
 

( )şirul N∈k

deci este v g otăm 
kkx este un şir descrescător de numere pozitive, 

 con er ent. N

lkxlim kk
=

∞→
 (5.10) 
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+1k  

1nx)1n ++ . 

Pentru seria ∑
∞

+− ]x)1k(kx[  considerăm suma parţială
=1k

n

k

11kk x]x)1k(kx[ + =+−
1k=

n (s −= ∑
 

Cum ∈−= lxslim , rezultă că seria ∑
∞

++− ]x)1k(kx[  este 
∞→ nn

convergentă

1 1k

, deci convergentă va onform criteriului 

comparaţiei şi inegalităţii (5.9). 

=1k
∞

k

 fi şi seria ∑
=1k

kx c

b) Din 11x

1

k ≤⎟⎟
⎠

⎞⎛
−

+

 rezult
x

k
k

⎜⎜
⎝

ă  

kx
1+

 (1kx + k
k

≥ )∀  2Nk ≥  (5.11)

Pentru simplitate luăm 2N =1 şi obţinem  

k
x1≥  )(∀  1k ≥  (5.12)

 criteriul comparaţiei având în vedere c  seria 

xk

Folosim ă ∑
∞

=1k k
1  este 

divergentă. 

Corola
 

r: 
 

Dacă +∞≤=⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

−
∞→

l1
x
xklim k

k
, at

⎠⎝ +1k
unci 

a) dacă 1  l >  ⇒  ∑
=1k

kx este convergentă. 
∞

b) dacă  1  l <  ⇒  ∑
∞

=1k
kx este divergentă. 
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bservaţieO :--------------------------------------------------------------------------------- 
 

--------------------------------------------------------------------------------

Dacă  1  l =  nu putem spune nimic despre natura seriei. 

----------  
 

xemple:E  ------------------------------------------------------------------------------------ 

eria a) S ∑
∞

= +++1k )k2).....(22)(12(
!k  este convergentă deoarece 

1
1

>∞=  
k

k2lim1
x
xklim

k1k

k
k +

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∞→
+

∞→

ia ∑
∞

= − )1k
 cu 

+ααα1k )...(1(
!k )2,0(b) Ser este divergentă deoarece α ∈

+

1k
x
xklim

1k

k
k

<−α
⎞

⎜⎜
⎝

⎛

+
∞→

 

 
 

ciţii rezolvate 

 

1) Să se precizeze n

11(
1k

lim1
k

−α
+

=⎟⎟
⎠

−
∞→

) =

--------------------------------------------------------------------------------------------- 

 
6. Exer
 

atura seriei q
1

p

1k k!)!k2(
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

∑
=

 unde 1q,p ≥ , 

N∈q,

 

in criteriul raportul

!)!1k2(⎡ −∞

p  

D ui avem 1
1

klim
x

lim
pp

kkk
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝ +

=
∞→∞→

 deci 
k2k2

1k2x 1k ⎛ ++

nedeterminare. Atunci folosim criteriul Raabe – Duhamel şi calculăm  

1
2

q2)1k2()1k()2k2(

k1k2x
xklim

1qpp

1qp1p

k

qp

k1k

k
k

>
+

=
+

++
=

+−++

⎥⎦⎢⎣ ⎠⎝⎠⎝ +⎟
⎠

⎜⎜
⎝

⎛

−+

−+−

∞→

∞→
+

∞→
 

onvergentă

p
...k2

...k)q2p(2lim

11k2k2klim1
qp

=⎥
⎤

⎢
⎡

−⎟
⎞

⎜
⎛ +

⎟
⎞

⎜
⎛ +

=⎟
⎞

−

k)1k2(
lim 1qpk +

= −∞→

prin urmare seria este c . 
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) Să se precizeze nat2 ura seriei ∑
∞

=1k
k

k

!k
a după valorile parametrului 0a > ; 

i criteriul co paraţiei având în vedere inegalităţile existente Vom folos m

k!k1 k ≤≤  (6.1)

 

sau 

k
k

kk

aaa
≤≤  (6.2)

 

!kk

*) Din k
k

aa
≤  

k k!

 ∞

=1

ka )1,0(∑
k

convergentă pentru ∈a  

putem spune că seria d vergent )1,0(ată este con ă pentru ∈a  

**)Din 

 

k!k
aa k

k

k

≥  

 
∑
∞

=1k

k

k
a  divergent >ă pentru 1a  deoarece 

Nk

k

k
a

∈
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 0 

 
∑
=1k k

 este divergentă (pentru a=1) 
∞ 1

putem spune că seria dată este divergent  pentru 1≥a  ă

 

3) Să se determine valorile parametrului ∈x pentru care seria 

∑
∞ k)x(sin  este absolut c
=1k k

onvergentă, semiconvergentă sau divergentă. 

 

*) Convergenţa absolută 

Pentru seria modulelor ∑
∞

=k 1

k

k
|xsin|  aplicăm criteriul raportului  
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1. Pentru ( )
x

xlim 1k
k

=+

∞→
|xsin|

1k
k|xsin|lim

k
<=

+∞→

 64 

k
∈

π n,
2

x  +≠ 1n2

 

**) Cazul π+
π n2
2

x  

Seria dat

=

ă devine ∑
∞

=1k k
1 , deci este divergentă deoarece este o serie 

armonică cu 11
<=α . 

2
 

***) Cazul π+
π n2

2
3  

eria da ( )

=x

tă devine ∑
∞

=1k

− k

k
11 , deci este convergentă fiind serie alternată S

cu  

Nkk
1

∈
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛   0 

 
Obţinem următorul rezultat:  

absolut convergentă pentru ∈x \ ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈

π
+ n,

2
1n2  

divergentă pentru ( )∑
∞ kxsin ⎪⎪

⎨
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈π+
π

∈ n,n2
2

x  
=1k k

 este 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎧

 

semiconvergentă pentru 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈π+

π
∈ n,n2

2
3x  

4) Să se determine parametrul 
 

∈z  pentru care seria  

∑
∞

= ⋅1k k
z

este absolut conve gen iconvergentă sau divergentă. 

 Convergenţa

k

k

2
 

 

 
r tă, sem

*)  absolută 
rtului  Pentru seria modulelor aplicăm criteriul rapo

∑
∞

= ⋅1k

k

2k
|z|

k  

1 pentru 
21k2x kk +∞→∞→

|z|k
<=⋅

|z|lim1xk =
+

2||lim
k

<z . 
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u |  
er ială ăm seria părţilor reale de cea a părţilor imaginare 

folosind forma trigonometrică a param

**) l 2|z =
În s ia iniţ  separ

Caz

etrului complex  . z
( ) ( )θ+θ=θ+θ=z cos2sinicos|z| sini  

∑ ∑
∞

∑
∞

=

∞

=

θ
+

θ
=

1k 1k

k

k
ksini

k
kcosz  

 
lo i d riteriul lui Abel se poate arăta că cele două serii sunt 

n e. 

e

= ⋅1k
k2k

Fo s n  c
converge t

P ntru seria ∑
∞

=1

cos
k k

kθ  avem: 

a) ( ) ( ) N∈∈ =α kk
1

Nkk   0 
 

∑
∞

=

θ
1k

kcos  şirul sumelor parţiale este mărginit deoarece b) Pentru seria 

( )
=θ+ ncos⋅⋅⋅⋅⋅+θ+θ= 2coscosns

2
sin

2
sin

12
nsin

2
1nco

θ
≤

θ

θ
⋅

θ⋅+

, 

π≠

s

θ k2  

2|z| >  

pentru 
 
***) Cazul 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

⎜
⎝
⎛+

θ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅1k 1k 1k

θ
⎟
⎠
⎞

kk

k
ksin

2
|z|i

k
kcos

2
|z|z  

rgente deoarece şirurile 

k2k
 
Cele două serii de numere reale sunt dive

N∈
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ θ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k

k

k
k

2
|z|  cos

0

N∈
⎟
⎠

⎟
⎠

⎜
⎝

k
k2

 ⎟
⎞

⎜
⎛ θ⎞⎛

k ksin|z|
⎜
⎝

0  

 am obţinut următorul rezultat  
- absolut convergentă pentru 

 
Prin urmare,

∈z  cu 2|z| <  
- semiconvergentă pentru ∑ ∈z  cu 2|x| =  şi π≠θ k2  

∞ kz

= ⋅1k 2k ⎪
⎩ -divergentă pentru 

k  este: ⎪
⎨

⎧
 

∈z  cu 2|z| >  
 
5) Să se calculeze sumele următoarelor serii: 
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( )a) ∑
∞

k= +1 1kk
1  

( )∑
∞

=1k

k2b) 
+−+

k

1k

5
1  

) c ∑
∞

=0k !k
1  

d) ∑
∞

=1k

2

!k
k  

 
 
a) Pentru această serie, vom calcula suma, s, folosind definiţia 

( ) =+1kk
1

+⋅⋅⋅+
⋅

+
⋅

=
32

1
21

1sk 1k
11
+

−  

prin urmare  
1k

1
k
1

3
1

2
1

2
11 =

+
−+⋅⋅⋅+−+−=

1=⎟
⎠
⎞

1k
11limslims

kkk
⎜
⎝
⎛

+
−==

∞→∞→
, deci 1s = . 

 
b) Seria se poate scrie ca diferenţa dintre două serii geometrice cu raţie 

subunitară ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−+

1k 1 k

k

k

1kk

5
2

5
12 ∑ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

k 1

k

5
1

5
21

5
2

−
− 6

5

5
11

5
1

=
+

−
, deci 

6
5s = . 

 
c) Vom folosi limita cunoscută a şirului  

( ) N∈kkx  cu ∑
=

=
k

0n
k !n

1x ,
k

 exlim k =
∞→

 

În cazul seriei de faţă, observăm că ∑
=

k

0 !n
1

=
n

k , deci eslim kk
=

∞→
. 

 
Deci putem reţine seria lui e 

s

∑
∞

=

=
0k

e
!k

1  

 
d) Pentru calculul sumei acestei serii putem folosi seria numărului e 
dacă punem seria sub o formă convenabilă 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

 67

( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

=+−+=+=
1k 2k 2k

22

!k
k1kk1

!k
k1

!k
k

( ) ( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

==
−

+
−

+=
2k 2k 0k

e2
!k

12
! 1k

1
! 2k

11  deci e2s = . 
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CAPITOLUL IV 
 
 

FUNCŢII VECTORIALE DE VARIABILĂ VECTORIALĂ 
 
 
 
 

4.1. Tipuri de funcţii 
 
 

 67

a) In spaţiul vectorial ·· /n nE considerăm o mulţime ·⊂  şi o funcţie 
·→E: E)x,... n ∈f . Aceasta face să corespundă vectorului x,x(x 21=  

numărul real pe care îl notăm  sau . O astfel de funcţie   )x(f x(f )x,...x, n21

 o numim funcţie reală (scalară) de o variabilă vectorială ��     E:f n →⊂  

sau funcţie reală (scalară) de n variabile reale. 
 
De exemplu, funcţiile ·· →n:g,f , 

++= 21n21 ...xx)x,...x,x(f + ∈·nx  
⋅⋅= 21n21 ...xx)x,...x,x(g ⋅ ∈·nx

E)x n0

 
numite funcţie sumă, respectiv funcţie produs sunt funcţii reale de n  
variabile reale. 
 
Fie: ,...x,x(x 02010 ∈=  punct fixat 

E)x,... nx,x(x 21 ∈= punct curent.  
 
Notăm { }·∈)xon·∈= +− ,...,x,x,x,...,x(xE 1i0i1i001ii  
 
 

Definiţie: 
Funcţia ··→⊂ii E:f  definită de relaţia: 

)x,..., n01+x,x,x,...,x(f)x(f i0i1i001ii −=         (1.1) 
 
se numeşte funcţie parţială a funcţiei . f
 

 
Subliniem faptul că pentru o funcţie de n  variabile putem defini n  funcţii 
parţiale. 
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Fie ·· →⊂ 2E:f , 22 yx1)y,x( −−=f  (1.2) 

unde { }1y222 ≤+∈· xy)(x,E =  
 
Pentru această funcţie putem defini două funcţii parţiale. 
 

Pentru 
2
1y =

( )

 obţinem funcţia parţială  

2
1 x

4
3

2
1,xfxf −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (1.3) 

⊂⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

2
3,

2
3

1definită pe mulţimea ·E  

 

Pentru 
5
1x =  obţinem funcţia parţială  

2
2 y

25
24y,

5
1f)y(f −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (1.4) 

definită pe mulţimea ·⊂⎥
⎦

⎤

5
24

⎢
⎣

⎡
−= ,

5
24E2  

 
Graficul unei funcţii reale de n  variabile reale este o mulţime din spaţiul 
cu n  dimensiuni, 1+

{ }E)xn ∈

m

,...,x(x))x(f,x(G 1
1n

f =∈= +·  
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
b) Fie acum  funcţii reale 

·· →⊂ n
m21 E:f,...,f,f

Ex

 
 
Valorile acestor funcţii într-un punct ∈  formează un sistem de m  
numere reale,  pe care le putem considera 
coordonatele unui punct din 

)x(f),..., m
m

x(f),x(f 21

· . 
 

nExDacă fiecărui punct ·⊂∈
x

mnE:f ·· →⊂

 facem să-i corespundă punctul 
 obţinem o funcţie  m)) ·∈m1 (f),...,x(f(
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))x(f),...,x(f),x(f()x(f m21=
definită prin egalitatea: 

 (1.5)
 
pe care o numim funcţie vectorială de o variabilă vectorială sau funcţie 
vectorială de n variabile reale şi o notăm simplu  

)f,...,f,f(f m21=  (1.6)
 
Funcţiile reale ·· →n⊂m21 E:f,...,f,f  se numesc componentele scalare 
ale funcţiei vectoriale f . 
 

mn+·  Graficul acestei funcţii vectoriale este o mulţime din spaţiul 
{ }Exm ∈+))x(f),...,x(f,x(G n

m1f ∈= · . 
 
c) Dacă considerăm spaţiul vectorial al vectorilor liberi ·⌫/n

mnE:f ⌫· →⊂

, prin 
analogie, putem defini o funcţie vectorială de variabilă vectorială pe care 
o notăm 
r

 
 
şi pe care o precizăm prin componentele sale 

[ ]m2 f,...,f,1ff =  

··n →⊂i E:f , m,1i =  
 
Exemple: ------------------------------------------------------------------------------------ 

ρ  şi *) Cu ajutorul coordonatelor polare, θ  putem defini o funcţie 
vectorială 

22 ⌫· →E:r ⊂
r

 
 

r
r

 este vectorul de poziţie al punctului  din plan )y,x(Munde 

 
Deoarece 

θρ=

θρ=

siny
cosx

 (1.7)
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unde r
r

=ρ  iar , funcţia vectorială MÔX=θ rr  este  

[ ] jsinicossin,cosr
rrr
θρ+θρ=θρθρ=  (1.8) 

 
[ ]0,1i =

r
[ ]1,0j =

r
unde  şi  sunt vectorii bazei canonice din  2⌫
 
 
**) Analog, cu ajutorul coordonatelor sferice ρ , θ , şi ϕ  putem defini o 
funcţie vectorială 33 ⌫· →E:r ⊂

r
 

 

 
 

        sinz
sincosy
coscosx

θρ=
ϕθρ=
ϕθρ=

[ ]
ksinjsincosicoscos

sin,sincos,coscosr
rrr

r

θρ+ϕθρ+ϕθρ=

=θρϕθρϕθρ=

 (1.9) 

 (1.10) 

j
r

i
r

k
r

unde , ,  sunt vectorii bazei canonice din  3⌫

mnE:f ⌫⌫→⊂

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
d) Funcţia 
r

 
 
este tot un exemplu de funcţie vectorială de o variabilă vectorială. 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

3Dacă considerăm în ·  două puncte materiale  şi P  de mase ,  

situate la distanţa 
1P 2 1m 2m

r  unul faţă de celălalt, forţa F
r

 cu care punctul material 
 este atras de , conform legii lui Newton, este 1P 2P
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ρ=
r

2
21

r
mmkF  (1.11)

unde , ∈ρ
r

1=ρ
r3⌫  (versorul direcţiei ) 21PP

33 ⌫⌫→
 
Acesta este un exemplu de funcţie E:f ⊂

r
 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
e) Funcţia 

m

orip

nnn ...E:f ⌫⌫⌫⌫ →×××⊂ 44 344 21

 
o numim funcţie vectorială de p variabile vectoriale. 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Dacă studiem mişcarea unui punct material de masă m în câmpul 
gravitaţional al Pământului, forţa care acţionează asupra lui este forţa de 
greutate 

gmF
r r

 (1.12)=
 
Aceeaşi forţă o putem exprima prin  

rmF &&r=
r

 (1.12’)
 

runde 
r

gr r&&r =

 este vectorul de poziţie al punctului material. 
 
Prin integrarea ecuaţiei 

 (1.13)
 
obţinem 

21

2
CCtg

2
tr

rrrr
++=  (1.14)

 
33 ⌫⌫→33E:r ⌫⌫ ××⊂

r
 şi avem un exemplu de funcţie 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
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ţii vectoriale4.2. Operaţii cu func  

ă considerăm funcţiile 
 

mn ·· →

 
 
S
 mn

1E:f ·· →⊂
  2E:g ⊂
 ·· →n  ⊂ϕ 3E:
 
Suma 21 EE:gf ⊂∩+ mn ·· →  este definită astfel 

)x(g)x(f)x +=   )(∀  x)(gf( + 21 EE ∩∈  (2.1) 
 

dusul fPro  fα ţiei α∈ al func  cu scalarul · este o funcţie 
n·

 
efinită astfel 

)    )(∀ 1Ex

m
1E:f ·→⊂α  

d
x(f)x)(f( α=α ∈  (2.2) 

 
 mod asemă produsul fϕÎn nător,  între funcţia v ctorială f  şi funcţia 

mn
31 E ·· →⊂  

e
scalară ϕ , 

E:f ∩ϕ

 
este definită de relaţia 

)(∀  31 EEx)x(f)x()x)(f( ϕ=ϕ   ∈ ∩  (2.3) 

 
peraţiile de şi înmulţire cu scalari (sau cu funcţii scalare) ale 

f, )g,...,g m2

O  adunare 
funcţiilor vectoriale se reduc la operaţiile respective, efectuate asupra 
componentelor lor reale. 
 
Astfel, dacă f(f 1= )f,..., m2  şi ,g(g 1= , atunci 

)f,...,f,f(f
)f,...,f,f(f

f,...,gf,

m21

m21

mm2211

ϕϕϕ=ϕ
ααα=α

++
 (2.4) 

)ggf(gf +=+

 
Pentru funcţ e f  şi g  putem defini produsuliile vectorial  scalar 

∑
=

==
1k

kk )x(g)x(f)x(g),x(f)x(g,f  (2.5) 
m
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precum şi norma 

∑
=

m

1k

2
k )x(f  (2.6)== )x(f)x(f

 
 

4.3. Compunerea funcţiilor vectoriale 

Să con
F ⊂ )f,...,f m2

 
 

siderăm funcţiile vectoriale 
m· , ,f(f 1

nE:f · →⊂ = , 
)g,...,g p2

 
 pmF:g ·· →⊂ ,  ,g(g 1= , 

n· h,...,h p2 p )E:fgh ⊂= o ·→ , ,h(h 1=  
 
Pe ce Exntru ori ∈  putem scrie

)))(f(g)),...,x(f(g)),x((g())x(f(g)x)(fg()x( p21

: 
xfh === o  

 
adică 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎧

==

==

==

)x)(fg())x(f(g)x(h
...

)x)(fg())x(f(g)
)x)(fg())x(f(g)x(h

ppp

22

111

o

o

o

 (3.1)⎪
⎨

x(h2

 
Prin urmare, compunerea a două funcţii vectoriale revine la a compune o 
funcţie scalară cu o funcţie vectorială. 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Fie funcţiile 

3· , ,ycosx()y,x(f2E:f · →⊂ F ⊂ )x,ysinx= , 

uncţ 32 ·· →  are componentele  

33 ·· →⊂ ,  )w,ve,u()w,v,u(g 2u2= ,  F:g
 
F f , E:h ⊂ia compusă gh o=

fg

fgh

33

11

o

o

=

=

 
ycosx 22  

h
fgh 22 o=  

)x,ysinx,ycosx(g))y,x(f(g)y,x(h 111 ===
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ycosxey ⋅  
2x)x,y =  

Prin urmare, funcţ pusă h  este  
)x, 2ycosx  

----------------------------------------- 	 
 

h 222 sinx)x,ysinx,ycosx(g))y,x(f(g)y,x( ===

333 sinx,ycosx(g))y,x(f(g)y,x(h ==
ia com

eysinx,ycosx()y,x(h 22 ⋅=
----------------------------------------------------

 
4.4. Inversarea funcţiilor vectoriale 

 
 
Fie apl

F ⊂ )f,...,f, m2

icaţia biunivocă 
m· , f(T 1

nE: · →⊂T =  

şi inversa sa 
E ),..., n2 ϕϕ  

Vom încerca să stabilim o legătură între componentele reale ale funcţiilor 
 şi 1T− . 

x(f),..., m
nE:

 

m1 F: · →⊂− n·⊂ , ,(T 1
1 ϕ=−T

 

T
 
Putem scrie: 

(f)x(T )) ,  xx(f),x( 21= ·⊂ , 
),...,ϕ nF: ·⊂  

 
Pentru fieca Fy∈  exi ă Ex

(()y(T 1
1 ϕ=− ))y(n , yy(),y 2ϕ

∈re punct st  un punct  şi numai unul astfel 
Ty = i an )y . Altfel spus, pentru fiecare 

)x(  

cu necunoscuta vectorială x , are o singură ţie în E , anume 
y(T 1−=  

E)xn

încât )x( ,ş ume punctul (Tx 1−=
vector Fy∈ , ecuatia  

Ty = (4.1) 
 

 solu
x ) (4.2) 
 
Fie ,...,yy(y 21= F)ym ∈  şi ,...,x,x(x 21, = ∈  

itatea (4.1) se scrie  
))x(f),..., m  
)x(fmm

 
Egal
( x(f),x(f()x(T)y,...,y,y 21m21 ==
adică )x(fy 11 = , (fy 22 = )x , …, y =   
 
sau  
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

=

=

)x,...,x,x(fy
...

)x,...,x,x(fy
)x,...,x,x(f

n21mm

n2122

n211

 (4.3)

ă (4.1) este echivalentă cu sistemul (4.3) de m

⎧ =y1

 
cuaţia vectorialE  ecuaţii 

ţia (4.2) se scrie 
))y(),..., nϕ  

şi putem spune că este ă cu n

scalare. 
 
Analog, ecua

y(), 21 ϕy(()y(T)x,...,x,x( 1
n21 ϕ== −

echivalent  ecuaţii scalare 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

ϕ=

ϕ=

)y,...,y,y(x
...

)y,...,y,y(x

m21nn

m2122  (4.4)

 Fy

⎧ ϕ= )y,...,y,y(x m2111

 
 spune că )x(Ty∈ , ecuaţia =A  pentru orice  are o singură soluţie în 

pentru fE , )y(Tx 1−= , revine la a spune că, iecare sistem de valori 
, sistemul (4.3) de m)y,...,yy( m21   ecuaţii cu n  necunoscute are o 

e )x,...,x,x( n21  dată de egalitatea (4. ). 
 
singură soluţi 4

4.5. Funcţii vectoriale mărginite
 

 
 

onsider mn ·· →  
 
C ăm funcţia E:f ⊂
 
 

Definiţie:  
cţia fFun  este mărginită pe mulţimea E  dacă mulţimea 

valorilor m)E(f ⊂  este mărginită. ·
 

 
Aceasta înseamnă că există ă în m o sfer ·  centrată în origine şi de rază 
r , )r,0(U , astfel încât, )r,0(U)E(f ⊂⊂ . Aceasta revine la a scrie că m·

pentru orice punct Ex∈  avem r)x ≤(f . 

bţinem astfel o definiţie echivalentă cu cea precedentă dată de 
următoarea 

 
O
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Propoziţie: 
Funcţia mnE:f ·· →⊂  este mărginită pe ţimea E  dacă şi mul

 există ăr 0r >  astfel încât pentru orice Ex∈numai dacă  un num  să 
avem r)x(f ≤ . 
 

 

 76

Pentru funcţ · )f,...,f m2ia vectorială E:f ⊂ mn ·→ , ,f(f 1=  mai putem 
emonstra următoarea d

 
 

Propoziţie:  
Funcţ ă f  este mărginită dacă şi numai dacă toate ia vectorial

componentele s f,...,f,  sunt mărginite. ale scalare, f m21
 

 
Intr-adevă Ex∈  avem 

))x(f),...,  

şi 

r, pentru orice 
f x(f),x(f()x( = m21

 

∑
=

m

1
kk (f ≤≤

k
)x(f)x(f)x ,   m,1k =  

 
ă f  este mărginită, atunci r≤  ()x(f )  Ex∀ ∈*) Dac  şi din inegalitatea 

)x()x(fk ≤  rezultă f r)x(fk ≤  ( )∀  Ex∈  şi m,1=
sunt mărginite. 
 

 kf  sunt mă

k , deci funcţiile kf  

**) Dacă funcţiile rginite, atunci ∞<  (≤ kk r)x(f )  Ex∀ ∈ . Prin 

urmare rr)x(f
m

k

m

k =∑∑  şi folosind 
1k1

≤
==k

inegalitatea ∑
=

m

1k
x( ≤ k )x(f)f  

deducem r) ≤  (x(f )∀  x

cţiilor ve ori ă ul funcţiilor scalare 
ărginite. 

E , deci f  este mărginită. 
 
Studiul fun ct ale m rginite se reduce la studi

∈

m
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4.6. Limite de funcţii vectoriale 

 
 
Fie funcţia , vectorul  punct de acumulare, 

pentru E  şi vectorul l

mn ·· → n
0x ·∈

m

E:f ⊂

·∈ . 
 
 

Definiţie: 
m Se spune că vectorul l ·∈  este limita funcţiei  în  f n

0x ·∈

dacă pentru orice vecinătate a lui , U , există o vecinătate a l m)l( ·⊂
lui , , astfel încât pentru orice 0x n

0 )x(V ·⊂ E)x( 0 ∩Vx∈ , , 0xx ≠
să avem . )l(U)x( ∈f
 Se scrie flim

x
l)x(

0x
=

→
 

 

 
Propoziţiile următoare dau definiţii echivalente ale limitei. 
 
 

Propoziţie 1: 
⇔   pentru orice şir  cu , 0x→   llim

0xx
=

→
)x(f k∈Ú Exk ∈k )x(

0x≠ xkkx l))k →∈Ú, şirul  (f(
 

 
 

Propoziţie 2: 

 77

   llim
0xx

=
→

)x(f ⇔   pentru orice 0>ε , există un număr  0>δ

astfel încât oricare ar fi Ex∈ , 0xx ≠  cu εδ<− 0xx , să avem 

ε<− l)x(f  
 

 
 

Propoziţie 3: 
⇔   pentru orice    l)lim

xx
=

→
x(f

0

0>ε , există o vecinătate a lui , 0x
n·0 )x(V ⊂ε , astfel încât pentru orice E)x( 0Vx ∩∈ ε ,  să avem 0x≠x
ε<− l)x(f . 
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E ⊂∈ n
n0 )x ·∈Deoarece  şi , 

condiţia  este echivalentă cu condiţiile 

n· 02010 ,...,x,x(x =n21 )x,...,x,x(x =

0xx →

n0n

022

011

xx
...

xx
xx

→

→

→

)x(flim
0xx→

)x,...,x n2

n· )f,...,f m2

 

De aceea, în loc de , putem scrie , şi 

înţelegem că trecerea la limită se face independent, dar simultan pe 
componente. 

,x(flim 1

xx
...

xx
xx

n0n

022
011

→

→
→

 
Pentru funcţia vectorială , m·→ ,f(f 1E:f ⊂ =  putem 
demonstra următoarea 
 
 

Propoziţie 
m,1j =     l) = ⇔

xx
limx(f

0x
lim

x→ 0
jj l)x(f =

→
,    

 

 
Demonstraţie: 

“⇒ ”   pentru l)lim
x

=
→

def(

⇒x(f
0x

)

)(∀   cu 0x→k∈Úk )x( Exk ∈ ,  

avem . Acesta fiind un şir de vectori din 

0k xx ≠

lk →∈Ú
m))x(f k( ·   

 cu 

⇒

jlkkj ))x(f( ∈ →Ú m,1j =   j

)def(

⇒ jxx
)x(flim

0

l=
→

 

 
Pentru implicaţia inversă, demonstraţia este asemănătoare. 
 
Reţinem că  

))x(flim),...,x(flim),x(flim()x(flim mxx2xx1xxxx 0000 →→→→
=

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă una dintre componentele reale ale funcţiei vectoriale  nu are limită 
în , sau dacă aceasta este infinită atunci  nu are limită în . 

f
0x f 0x

------------------------------------------------------------------------------------------  
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 de funcţii 
1) Fie , , punct de acumulare pentru E . Dacă  
are limită în , atunci limita este unică. 

mn ·· →E:f ⊂

0x

n
0x ·∈ f

n
0x ·∈ m

 
2) Fie , , punct de acumulare pentru E , lmn ·· →E:f ⊂ ·∈ . 

l)x =(f
0x

lim
x→

 ⇒  l)x(f =lim
0xx→

 

 
 
3) Fie ·· →n⊂E:h,g,f ,  punct de acumulare pentru E  n

0x ·∈

)
x

Dacă: 
a) )(∃  )x(flim

0xx→
, )x(glim

0x
, x(hlim

0x→
 

x→

b) )(∃  )x(V 0  a.î. pentru )(∀  E)x( 0Vx ∩∈ , 0xx ≠ , avem 
x(h) ≤  )x

)x(hlim
0xx→

(g) ≤x(f
 
Atunci: )x(glim)x(flim

00 xxxx →→
≤≤  

 
 

··n → 0x⊂E:h,g,f ,  punct de acumulare pentru E , 4) Fie ·∈

l
0

l . 
Dacă: 
a) )x(glim)x(flim

0 xxxx
==

→→
 

b) )(∃  )x(V 0  a.î. pentru )(∀  E)x( 0Vx ∩∈ , 0xx ≠ , avem 
x(h) ≤  )x

l)x(g
0

=

(g) ≤x(f
 
Atunci:  lim

xx→

 
 
5) Fie ·· →n⊂E:f ,  punct de acumulare, n

0x ·∈ ∈·l  
Dacă: 
a) )(∃  )x(flim

0xx→
 

b) β<)x(f , unde <α
→
lim

0xx
·∈βα,

) )x(V 0

 

 
Atunci:   a.î. pentru (∃ )(∀  E)x( 0Vx ∩∈ , , să avem 

 
0xx ≠

β<< )x(fα
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6) Fie ·· →n⊂E:g,f , x  punct de acumulare pentru E . n
0 ·∈

)
0xx

)
0xx

) )x(V 0

Dacă: 
a)  )x(flim , x(glim

→
 )(∃

0xx→

b) x(glim
→

 )x(flim
0xx→

<

Atunci:   a.î. pentru (∃ )(∀  E)x( 0Vx ∩∈ , 0xx ≠ , să avem 
 )

n
0x ·∈ l

x(g)x <(f
 
 
7) Fie , , punct de acumulare pentru E ;  şi mn ·· →E:g,f ⊂

m*l ·∈  
 

*ll)x +=(glim)x(flim)x)(gf(lim*l)x(glim

  l)x(flim

000
0

0

xxxxxx
xx

xx +=+⇒=

=

→→→
→

→  

 
 

8) *l,l) =x(glim),x(flim)x(g,flim*l)x(glim

   l)x(flim

000
0

0

xxxxxx
xx

xx =⇒=

=

→→→
→

→  

 
 
9) Fie ·· →n⊂E:g,f , , punct de acumulare pentru E ;  şi n

0x ·∈ l
·∈*l  

 

*ll)x( ⋅=

n· →

glim)x(flim)x)(gf(lim*l)x(glim

l)x(flim

000
0

0

xxxxxx
xx

xx ⋅=⋅⇒=

=

→→→
→

→  

 
 
10) Fie  şi m·E:f ⊂ ·· →n⊂E:g , , punct de 
acumulare pentru E . 

n
0x ·∈

0)x)(g =f(lim
)x(Vpeainitrgamg)b

0)x(flim)a
0

0

xx
0

xx ⋅
=

→
→

((  

 
Pentru existenţa limitei într-un punct a unei funcţii vectoriale putem 
demonstra următoarele criterii. 

 80
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mnE:f ·· →⊂ n
0x ·∈

f 0x 0>ε

0x )x(V 0ε x′
E)x(Vx 0 ∩∈′′ ε

Fie ,  punct de acumulare pentru E . 
 
Funcţia  are limită în  dacă şi numai dacă pentru orice  există o 
vecinătate a lui , , astfel încât pentru orice două puncte  şi 

, x′ 0xx şi ≠′′ , să avem ε<′′−′ )x(f)x(f . 

 
Demonstraţie: 

“ ”   pentru ⇒ l)lim
x

=
→

def(

⇒x(f
0x

)

)(∀  0>ε  )(∃   a.î. pentru ()x(V 0ε )∀  

, , avem Ex( )0 ∩Vx∈ ε 0xx ≠
2

l)x(f ε
<−  

 
Pentru două puncte x′  şi E)0x(Vx ∩∈′′ ε , cu x′ , 0xx ′ ≠′  putem scrie 

2
l) ε
<−′x(f  

2
l) ε
<−x(f ′′  

 
Calculăm 

ε
<′′−+−′≤′′−′ )x(fll)x(f)x(f)x(f ε

+ ε=
22

⇐

 

“ ” Presupunem că pentru ( )∀  0>ε  )(∃   astfel încât pentru 

  şi 

)x(V 0ε

x()(∀ x′ Vx E)0 ∩∈′′ ε , cu x′ , 0xx ≠′′ , să avem ε<′′ )x(f

k∈Ú

−′)x(f . 
 
Fie şirul  cu 0x→k )x( Exk ∈ , 0k xx ≠ . Putem spune că (  un rang 

 astfel încât pentru orice  să avem  şi ,  şi 

, deci să putem scrie 

)∃

ε> N )x( 0 pxεN

0q xx ≠

q,p px q V∈x

ε<

Ú∈kk ))x(f m

− f)x(f p )x( q . 
 
Rezultă că şirul  este un şir Cauchy în ( ·  deci este 

convergent. Rezultă că există l m·∈  astfel încât . l)x(f
0

=lim
xx→
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Criteriul majorării 
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Fie f ,  punct de acumulare pentru  şi 

. 

mnE: ·· →⊂ 0x E
+→⊂ϕ ··nE:

lim
0xx

Dacă: 
a) 0)x( =ϕ

→
 

b) )(∃  ml ·∈  şi )(∃  )x(V 0  astfel încât pentru )(∀  E)x( 0Vx ∩∈ , 

0xx ≠ , avem )x(l  )x(f ϕ≤−

 
Atunci:  l)x(flim =

x→ 0x

 
Demonstraţie: 
 
Fie un şir , 0x→∈Ú Vxkkk )x( E)x( 0 ∩∈ , 0k xx ≠ . Conform ipotezei 
putem scrie 

0)x( k =ϕlim
k ∞→

 

)x( kϕ≤

l)x(f k =

l)x(f
0x

=

l)x(f k −  
 
Folosind criteriul comparaţiei de la şiruri, putem spune că , 

de unde rezulta că . 

lim
k ∞→

lim
x→

 
 

4.7. Limita pe direcţie 
 
 
Fie vectorul n⌫a∈

r
. Dacă 1a =

r
, spunem că a

r
 este o direcţie în n· . 

 
Notăm { }·∈h·' +=∈= ,ahxxx)x( 0

n
0a

r
r . Această mulţime din n·  o 

numim dreaptă ce trece prin , direcţia ei fiind dată de vectorul n
0x ·∈ a

r
. 
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· n
0x ·∈ EFie ,  punct de acumulare al mulţimii  şi mn ·→E:f ⊂

ml ·∈ . 
 
In cazul limitei pe direcţie, ne interesează limita funcţiei  în f 0x  atunci 

când x  se apropie de  pe o dreaptă de direcţie 0x a
r

 ce trece prin acest 
punct, adică . E)x( 0a ⊂r'x∈
 
 

Definiţie:  
Spunem că limita funcţiei  în xf 0  pe direcţia dată de vectorul 

a
r

 este l , )l)x(f
0

lim(
)a(
xx

=
→
r

, dacă )ahx( 0flim
0h

l
r

+=
→

. 

 

 
 

Definiţie:  
Spunem că  aref  limită pe direcţie în  dacă 0x

lahx(flim 00h
+

→
) =
r

 pentru orice vector direcţie a
r

. 
 

 
Putem afirma că dacă funcţia f  are limită în 0x , atunci ea are şi limită pe 

direcţie în x0 , reciproca nefiind totdeauna adevărată.  

 
De exemplu, funcţia ·· →2:f  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

)y,x(pentru0

,x(pentru
yx

xy
)y,x(f 22 ≠

)0,0(

)0,0()y

2)0,0 ·∈

2)0,0 ·∈
mxy

 

nu are limită în (  deoarece nu are limită pe direcţie. 
 
Deoarece este vorba de punctul  putem spune că de acest 
punct ne apropiem pe o dreaptă de ecuaţie 

(
= . 

 
Limita pe direcţie o putem calcula astfel: 

2m1
m
+

=22

2

0x0x
)mxy(

)0,0()y,x( )m1(x
mxlim)mx,x(flim)y,x(flim
+

==
→→

=
→
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2)0 ·∈ f
2)0,0 ·∈

şi cum limita depinde de panta dreptei, deci de direcţia pe care ne 
apropiem de punctul , rezultă că  nu are limită pe direcţie în 

, deci nu are limită în acest punct. 
(

(
,0

 
 

4.8. Limite iterate 
 
 
Fie funcţia  şi , punct de 
acumulare al mulţimii E . 

m·→ 02010 ,...,x,x(x =n· n
n0 )x ·∈E:f ⊂

 
Din această funcţie vectorială de n  variabile reale, putem obţine funcţii 
vectoriale de o variabilă reală, şi anume funcţiile sale parţiale. 

m··→ii E:f ⊂ ,   n,1=
)x,...,x,...,x,x(f)x(f mi21ii =

i  
 (8.1) 

 
unde { ,...,x,...,x,x(xE i21ii }E)xn ∈· i0x

)x,...,x,...x,x(flim)x(flim ni21xxiixx →→
=

∈=  iar numerele  sunt puncte 
de acumulare pentru aceste mulţimi. 
 
Se pot considera limitele acestor funcţii de o singură variabilă. 

n,1i =
i0ii0i

,  (8.2) 

 
Cu observaţia că limita (8.2) este o funcţie vectorială ce depinde de 
celelalte n-1 variabile rămase diferite de ix . In mod asemănător putem 
calcula limita 

))x,...,x,...,x,...,x(flim(lim nji1xxxx i0ij0j →→
ij ≠  (8.3) , 

 
care ne conduce la o funcţie vectorială ce depinde de cele n 2−  variabile 
rămase 
 
Acest procedeu se poate continua până se epuizează toate variabilele. 
 
 

Definiţie:  
Numim limită iterată a funcţiei  în punctul  limita f n

0x ·∈
funcţiei  In raport cu toate variabilele luate pe rând. f
 

 
De exemplu: 

)x,...,x,x(flim...limlim n21xxxxxx n0n022011 →→→
 (8.4) 
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Deoarece trecerea la limită se poate face în n! moduri, putem spune că o 
funcţie de n  variabile are n! limite iterate. 
 
 

Propoziţie:  
Dacă există limita unei funcţii într-un punct şi una dintre limitele 

sale iterate în acest punct, atunci aceste limite sunt egale. 
 

 
Demonstraţie:  
 
Pentru simplitate considerăm cazul unei funcţii de două variabile 

, m2 ·· → 0,x(E:f ⊂ 2
0 )y ·�∈

m
120y0x

m

yy
xx

l)y,x(flimlim

l)y,x(flim
0
0

·

·�

∈=

∈=

→→

→
→

12l=

 punct de acumulare pentru E . 
 
Presupunem că există limitele 

 (8.5)

 
vom arăta că  l
Pentru fiecare { }E)y,x ∈

)y
0→

12xx
l)x(Flim =

→

0>ε l)y,x(f

(xEx 1 ∈=∈ ·  notăm 

,x(flim)x(F =
y

 (8.6)
 
Prin urmare, 

0

 (8.7)
 
Fie  arbitrar ales. Deoarece lim

0
0

yy
xx

=
→
→

0x(V

 comform definiţiei, 

putem spune că există o vecinătate 2
0 )y ·, �⊂  astfel încât pentru 

orice E)y, 0x(V)y,x( 0 ∩∈ , )y,x()y,x( 00≠ , să avem 

ε<− l)y,x(f

x

 (8.8)
 
Deoarece pentru fiecare 1E )x(F)y,x(flim

0yy
∈  există =

→
, atunci  

ε<−=−
→

l)x(Fl)y,x(flim
yy 0

 (8.9)
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Rezultă că ε< 1Ex− l)x(F ∈  astfel ca  pentru orice 
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E)y, 0 ∩x(V)y,x( 00 ∈  
 
De asemenea putem afirma că 

ε<−=−=−
→→

lll)x(Fliml)x(Flim 12xxxx 00

12l=

 (8.10) 

 
de unde rezultă l . 
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Dacă există numai una dintre cele trei limite 

)y,x(flim
0
0

y
x

(lim
0 yxx→

y
x
→
→

, ,  ))y,x(flim
0y→

lim
0 xyy→

)y,x(flim
0x→

nu rezultă că şi celelalte două limite există. 
Este posibil ca numai una sau numai două din aceste limite să existe. 
 
Exemplu: 
Funcţia ··�→2:f  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

=
y,x(
y,x(

0
x
1siny

y
1sinx

)y,x(f
=
≠

)0,0()
)0,0()

 

 
nu are limite iterate, dar are limită obişnuită în punctul �·�2)0, ∈0( . 
 

⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
x
1siny⎢

⎣

⎡
⎜⎜
⎝

⎛
+=

→→→→ y
1sinxlimlim)y,x(flimlim

0y0x0y0x
 nu există deoarece funcţia 

sin nu are limită la infinit. 
 

⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
x
1siny⎢

⎣

⎡
⎜⎜
⎝

⎛
+=

→→→→ y
1sinxlimlim)y,x(flimlim

0x0y0x0y
 nu există din acelaşi motiv. 

0
x
1sin

argm

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
y

y
1sinxlim)y,x(flim

argm
0y
0x

0y
0x

00⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

↓↓
→
→

→
→

 deci există 

 
 
2) Dacă limita nu există, limitele iterate pot exista amândouă şi să fie 
diferite. 
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)y,x( 00 E3) Este posibil ca, deşi  este punct de acumulare al mulţimii , 

mulţimea { }E)y,x ∈ 0x
)y,x(flim

0x

(xE1 ∈= ·

y
 să nu aibă pe  ca punct de acumulare 

oricare ar fi . In acest caz nu are sens  oricare ar fi y  
x→

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

4.9. Continuitatea funcţiilor vectoriale 
 
 
Fie funcţia  şi m·→n· Ex0E:f ⊂ ∈ . 
 
 

Definiţie:  
Funcţia f  este continuă în 0x  dacă pentru orice vecinătate a 

lui , , există o vecinătate a lui , , )(f m
0 ))x(f(U ·⊂ n

0 )x ·⊂x0 0x (V
astfel încât pentru orice E)x( 0Vx ))x(f(U)x(f 0∈ . ∩∈  să avem 
 

 
Ex0Cu alte cuvinte, dacă ∈  este punctul de acumulare al acestei 

mulţimi, putem spune că f  este continuă în 0x )x(f)x(flim 0xx 0

=
→

dacă  

 
Putem sublinia următoarele propoziţii care dau definiţii echivalente ale 
continuităţii. 
 
 

Propoziţia 1:  
Funcţia  este continuă în , dacă şi numai dacă pentru orice şir f 0x

0k x→k )x( xk )x(f 0→∈Ú , , şirul . E∈ ))x(f( kk ∈Ú
 

 
 

Propoziţia 2:  
Funcţia  este continuă în , dacă şi numai dacă pentru orice f 0x

număr  există un număr 0> 0>ε ε E astfel încât pentru orice xδ ∈  cu 

εδ<−x 0x , să avem ε<)x( 0−)x( ff . 
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Propoziţia 3: 
Funcţia  este continuă în x , dacă şi numai dacă pentru orice f 0

număr  există o vecinătate , astfel încât pentru orice 0>ε )x(V 0ε

E)Vx 0 ∩∈ x(  să avem ε<)− x(f 0)x(f . 
 

 
 

Definiţie:  
Funcţia  este continuă pe mulţimea  dacă ea este continuă f E

în fiecare punct . Ex∈
 

 
Proprietăţi ale funcţiilor continue 
 
Fie  , mn ·→E:g,f ⊂· Ex0 ∈ , 

 88

 ··m →⊂ϕ E: , ∈·α . 
 
1) Dacă , , f g ϕ  sunt continue în , atunci şi funcţiile 0x gf + , fα ,  
sunt continue în . 

fϕ

0x

f 0x
 
2) Dacă  şi g  sunt continue în , atunci şi g,f 0x

f

 este continuă în . 
 
3) Dacă  este continuă în , atunci 0x f 0x

f 0)x(f 0

 este continuă în . 
 
4) Dacă  este continuă în  şi 0x ≠  atunci există o vecinătate 

 astfel încât pentru orice 0)x(f ≠ . )x( 0V E)x( 0Vx ∩∈ , 
 
5) Dacă  este continuă în  şi f 0)x(f 00x ≠  atunci există o vecinătate 

 pe care funcţia  este mărginită. )x( 0V f
 
6) Prin compunerea a două funcţii vectoriale continue se obţine tot o 
funcţie continuă. 
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Propoziţie: 
Funcţia vectorială , este continuă în , nn ·· → Ex0 ∈E:f ⊂

dacă şi numai dacă toate componentele sale scalare 
··⊂ n

m1 E:f,...,f 0x→  sunt funcţii continue în . 
 

 
Demonstraţie: să folosim şirul de inegalităţi 

∑
=

−≤−≤−
m

1k
0kk00kk )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f

⇒ f 0x
(

 

 

“ ” Din  continuă în   pentru (
)def

⇒ )∀  0>ε  )(∃  0>δε  astfel încât 

pentru (  , )∀ x E∈ εδ<− 0xx , avem ε<0− )x(f)x(f . 
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Folosim inegalitatea )x(f) 0−x(f)x(f)x(f 0kk ≤−  
 
deducem ε<)x( 0k− f)x(fk  
 
pentru orice Ex∈ , εδ<− 0xx . Prin urmare funcţiile  kf )m,1k( =

0x

kf 0x
(

 sunt 

continue în . 
 

“ ” Din  continue în   pentru (⇐
)def

⇒ )∀  0>ε  )( 0>∃  δε  astfel încât 

pentru (  , )∀ x E∈ εδ<− 0xx , avem 
ε)x(f 0k)x(fk m

<− . 

 

Folosim inegalitatea ∑
=

≤−
m

1k
k0 x(f)x(f)x(f − 0k )x(f)  

 
deducem ε<)x( 0

∀

− f)x(f  
 
pentru  , ) Ex∈( εδ<− 0x fx . Prin urmare, funcţia  este continuă în 

. 0x
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4.10. Continuitatea pe direcţie 
 
 

 90

Fie funcţia , mn ·· →E:f ⊂ Ex0 ∈  şi a
r

 un vector direcţie în n· . 
 
 

Definiţie:  
Funcţia f  este continuă în 0x  pe direcţie dacă 

)x(f) 0=ahx(flim 00h
+

→

r
 oricare ar fi vectorul direcţie a

r
, cu x Eah ∈0

r
. +

 

 
Putem afirma că dacă funcţia  este continuă în , atunci ea este 
continuă şi pe direcţie, reciproca nefiind totdeauna adevărată.  

f 0x

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Funcţia ·· →2:f  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
−+=

,x(pentru0

,x(pentru
)yx(yx

yx
)y,x(f 2222

22

=

≠

)0,0()y

)0,0()y

2)0,0 ·∈

2)0,0 ·∈
mxy =

 

 
este continuă pe direcţie în punctul (  dar nu este continuă în 
acest punct. 
Pentru continuitatea pe direcţie vom calcula limita în (  pe 
dreapta de ecuaţie . 

)mx,x(f
0

lim)y,x(flim
x

)mxy(
)0,0()y,x( →

=
→

= )0,0(f0 =
mmx2x)1m(

xmlim 222

22

0x
=

+−+
=

→
 

 
oricare ar fi panta m  a dreptei, deci oricare ar fi direcţia. Rezultă că  
este continuă pe direcţie în ( . 

f
2)0,0 ·∈

2)0,0 ·∈

2)0,0 ·∈ 2xy =

 
Pentru a arăta că această funcţie nu este continuă în  este 
suficient să folosim definiţia cu şiruri. Intr-adevăr dacă ne apropiem de 
punctul  cu un şir de puncte situate pe parabola , 
constatăm că 

(

(

)0,0(f1≠

f 2)0,0 ·∈

x
xlim)x,x(flim)y,x(flim 6

6

0x

2

0x
)xy(

)0,0()y,x(
2

===
→→

=
→

 

de unde tragem concluzia că  nu este continuă în punctul ( . 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
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4.11. Continuitatea parţială 

 
 
Fie din nou funcţia , şi punctul mn ·· → E)x n0 ∈E:f ⊂ ,...,x,x(x 02010 = . 
 
Considerăm mulţimea 

{ }E)x n0 ∈

m··→
)x,...,x n0i

,...,x,...,x,x(xE i0201ii ∈= ·  
precum şi funcţia parţială 

ii E:f ⊂   definită de  
,...,x,x(f)x(f 0201ii =  

 
 

Definiţie:  

 91

Funcţia f  este continuă parţial în raport cu variabila ix  în 
punctul Ex0 ∈  dacă funcţia parţială  este continuă în punctul if

ii0 Ex ∈ . 
 

 
Prin urmare, a spune că funcţia  este continuă parţial în raport cu 
variabila  în x  înseamnă că, pentru orice număr 

f
ix 0 0>ε , există un 

număr  astfel încât oricare ar fi 0>δε ii Ex ∈  cu εδ<− i0xix  să avem 

ε<)x i0− (fi)x(f ii , adică  

ε<− )x,...,x,...,x(f)x,...,x,...,x(f n0i001n0i01

f Ex0

 

Dacă funcţia  este continuă în ∈ , vom spune că aceasta este 
continuă în  în raport cu 0x ansamblul variabilelor  pentru a nu 
confunda cu continuitatea parţială care se referă la o singură variabilă. 

n21 x,...,x,x

 
 

Propoziţie:  
Dacă funcţia  este continuă în  în raport cu ansamblul f 0x

variabilelor, atunci ea este continuă în acest punct în raport cu fiecare 
variabilă. 
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Demonstraţie: 

Din  continuă   pentru (f 0x
( )def

⇒ )∀  0>ε  )(∃  0>δε
)xn

 astfel încât pentru 

orice  cu proprietatea E∈,...,x( 1x = εδ<n0xε −δ<− n011 x,...,xx  

să avem ε)n <− x(f x,..., 001)x,...,x(f n1 . 
 
In particular, dacă 

 92

εδ<01−1 xx 2x n0n xx şi , …,02x= =  
 
avem 

ε<)x n0

f 1x
x0 ∈

− ,...,x,x(f)x,...,x,x(f 0201n0021  

şi putem spune că funcţia  este continuă parţial în raport cu variabila  
în punctul . E
 
Continuitatea în raport cu celelalte variabile se demonstrează la fel. 
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă funcţia  este continuă în x  în raport cu fiecare variabilă în parte, 
nu rezultă că este continuă în  în raport cu ansamblul variabilelor. 

f 0

0x

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Funcţia ·· →2:f  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

)y,x(pentru0

,x(pentru
yx

xy
)y,x(f 22 ≠

)0,0(

)0,0()y

2)0,0 ·∈

0)0,x( =

 

 
este continuă în  în raport cu fiecare variabilă, dar nu este 
continuă în raport cu ansamblul lor. 

(

 
Avem  pentru orice f { }0\·x∈  deci )0,0(f0)0,x(flim

0x
==

→

x

, 

adică f  este continuă în origine în raport cu variabila . 
 

{ }0\·yDe asemenea  pentru orice 0)y,0( =f ∈ , deci 
, adică  este continuă în origine în raport cu 

variabila . 

)0,0(f0 ==)y,0(flim
0y→

y

f
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mxy =

Funcţia nu este continuă în origine în raport cu ansamblul variabilelor 
deoarece nu este continuă pe direcţie. Intr-adevăr dacă calculăm limita 
pe o dreaptă  avem  

2m1
m
+

=

f

222

2

0x0x
)mxy(

)0,0()y,x( xmx
mxlim)mx,x(flim)y,x(flim
+

==
→→

=
→

 

 
Cum limita depinde de panta dreptei, rezultă că funcţia  nu are limită pe 
direcţie în origine, deci nu este continuă în acest punct. 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

4.12. Continuitatea uniformă 
 
 
Inafara continuităţii punctuale pe care am prezentat-o până acum, pentru 
o funcţie  mai putem defini un tip de continuitate cu 
caracter global, pe întreaga mulţime E . 

mn ·· →E:f ⊂

 
 

Definiţie:  
Funcţia f  este uniform continuă pe mulţimea E  dacă pentru 

orice număr , există un număr 0>ε 0>δε  astfel încât pentru 
oricare două puncte x′  şi Ex ∈′′  cu εδ<′′− x′x  să avem 

ε<′ )x(f ′′x() − f . 
 

 
 

Propoziţie 1:  
Dacă funcţia  este uniform continuă pe mulţimea mnE:f ·· →⊂

E , atunci ea este şi continuă pe această mulţime. 
 

 
Această proprietate rezultă din definiţia continuităţii uniforme luând 

 (fixat). 0xx =′′
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Reciproca nu este în general adevărată. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
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Funcţia ·→+∞− ),1(:f  

x
1x

x
+

+

),0[

)x(f =  

 
este continuă pe acest interval fiind compunere de funcţii elementare, dar 
nu este şi uniform continuă. 
 
*) Dacă luăm două puncte  şi x′ x ∈ +∞′′  şi calculăm 

+′′
′′

−′+
+′
′

=′′−′
x

xx
1x

x)x(f)x(f =′′− x
1

 

xx2 ′′−′<
)1x)(1x(

11xx
+′′+′

+⋅′′−′=  

ε
putem observa că ε<′′ )x(f−′)x(f  de îndată ce <

2
),0

εδ=′′−′ xx  deci 

putem spune că pe intervalul [ +∞  funcţia este uniform continuă. 
 
 

( )0,1x**) Dacă luăm două puncte x′  şi ∈ −′′  de forma  

1k
kx′
+

−=  şi 
2
1x ′′ Ú

k
k
+
+

−= , ∈k . 

 
putem observa că: 

0
)2k)(1k(

1xx →
++

=′′−′  pentru ∞→k  

dar 

1
)2
>

+k)(1k(
11)x(f)x(f

+
+=′′−′ , 

 
∞deci nu poate tinde la zero pentru → f

,1− ),1
k , prin urmare funcţia  nu este 

uniform continuă pe (  deci nu este uniform continuă pe ()0 +∞− . 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

Propoziţia 2:  
Funcţia  este uniform continuă pe mulţimea , mnE:f ·· →⊂ E

dacă şi numai dacă toate componentele sale scalare 
· →n ·⊂m21 E:f,...,f,f  sunt uniform continue pe E . 
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Demonstraţie: Folosim inegalităţile  

∑
=

′′−′≤′′−′≤′′−′
m

1i
iiii )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f  

 95

pentru m,1=

⇒ f
(

i  
 

“ ” Din  continuă pe E   pentru 
)def

⇒ )(∀  0>ε  )(∃  0>δε  astfel încât 

pentru  )(∀ x′ , Ex ∈′′  cu  εδ<′′−′ xx , avem ε<′′ )x(f−′)x(f . 
 
Folosim inegalitatea 

)x(f) ′′−′x(f)x(f)x(f ii ≤′′−′   
şi deducem că 

ε<′′ )x(fi−′)x(fi  
 
pentru orice x′ , Ex ∈′′  cu  εδ<′′−′ xx  şi pentru orice m,1=i . Prin 

urmare, funcţiile  if )m,1i =

⇐ if
)def(

⇒
) > 0>δε

(  sunt continue pe E  
 

“ ” Presupunem că  sunt funcţii uniform continue pe E   pentru 
    astfel încât pentru ((∀ 0 )∃ε ( )∀  ,  cu  x′ Ex ∈′′

εδ<′′− x′x  avem 
m

)x(f)x(f ii
ε

<′′−′  pentru m,1i . =

 
Folosim inegalitatea 

∑
=

′≤′′−′
m

1i
i x(f)x(f)x(f ′′− i )x(f)   

 
şi deducem că  

ε<′′ )x(f

x

−′)x(f  
 
pentru orice , x′ E∈′′  cu  εδ<′′− x f′x . Prin urmare, funcţia  este 
uniform continuă pe E . 
 
 

Proproziţia 3:  
Dacă funcţia  este uniform continuă pe mulţimea mnE:f ·· →⊂

E  (în raport cu ansamblul variabilelor) atunci ea este uniform continuă pe 
E  în raport cu fiecare variabilă (pentru valori fixate ale celolalte variabile). 
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Demonstraţie: Din  uniform continuă pe E   pentru f
( )def

⇒ )(∀  0>ε   
 astfel încât pentru 

)(∃
0>δε )(∀  E)xn,...,.x, 2x( 1x ∈′′′=′  şi 

 cu  E)n ∈′′x,...,.,x(x 1′′=′′ x2′′ εδ<′′−′ xx , avem ε<′′− )x(f′)x(f . 
 
Dacă luăm 

22 ax =′′ 3x2x′ − −, 33 ax =′′′ ,…, nanxnx ′′ =−′  unde, ∈·na,...,32 a,a  date, 
atunci  
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11 xx′ ′′n21n21 )a,...,a,x()a,...,a,x(xx −=′′−′=′′−′  
 
Prin urmare, dacă εδ<′′−′ 11 xx , avem  

ε<′′−′ )a,...,a,x(f)a,...,a,x(f n21n21

1x
, adică f este uniform continuă pe E în 

raport cu variabila , atunci când se dau celorlalte variabile valori fixate. 
 
Continuitatea uniformă în raport cu restul variabilelor se demonstrează la 
fel. 
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă  este uniform continuă în raport cu fiecare variabilă, nu rezultă că 
ea este uniform continuă în raport cu ansamblul variabilelor. 

f

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

[ ] [ ] ·→−×− 1,11,1:f  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
,x(pentru         0

,x(pentru
yx

xy
)y,x(f 22

=

≠

)0,0()y

)0,0()y
 

 
*) Putem arăta că f este uniform continuă pe acest pătrat în raport cu 
fiecare variabilă. De exemplu, dacă pentru [ ] { }0\1,1y −∈α=  fixat, 
considerăm funcţia parţială  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
α

=α=
pentru     0    

pentru
yx

x
),x(f)x(f 22

1

=

≠

0x

0x

1

 

 
[ ]1,1putem arăta că f  este uniform continuă pe − . 
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Intr-adevăr, pentru ]( 1,0
1
∈

k
kx
+

=′  şi ]( 1,0
2
1∈

+k
kx +=′′  avem 

0
)2k)(1k(

1xx →
++

=′′−′  pentru ∞→k  

şi  

[ ] [ ] ∞→2)2
∞→k

+α++⋅+α+
α−α−α−⋅α=′′−′ 22222

2222

11 k()1k()1k(k
2k3k)2()x(f)x(f  pentru 

. 
 

[ ]0,1x,x ′ ∈ −La un rezultat asemănător se ajunge şi pentru ′′ . Rezultă  
uniform continuă pe 

1f
[ ]1,1− , deci f uniform continuă în raport cu variabila 

 pe pătratul [ ] [ ]1,11,1x −×

[ ]

− . 
 

{ }0\1,1−x  se defineşte funcţia parţială  ∈α=Pentru un 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
α

=α=
pentru         0

pentru
yx

y
)y,(f)y(f 22

2

=

≠

0x

0x
 

 
şi se arate că este uniform continuă pe [ ]1,1− . 
 
 
**) In raport cu ansamblul variabilelor, funcţia nu poate fi uniform continuă 
pe  deoarece ea nu are limită în ( , deci nu putem 
vorbi de continuitate în acest punct. 

[ ] [ ]1,11, −× 2)0,0 ·∈1−

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

4.13. Funcţii vectoriale continue pe mulţimi compacte 
 
 
Fie funcţia , unde E este o mulţime compactă (închisă şi 
mărginită). 

mn ·· →E:f ⊂

 
 

Propoziţia 1:  
O funcţie vectorială continuă pe o mulţime compactă este uniform 

continuă pe această mulţime. 
 

 
Demonstraţie: Prin absurd, să presupunem că  nu este 
uniform continuă pe E, deci, există un 

mn ·· →E:f ⊂
00 >ε  astfel încât oricare ar fi 
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0>δ Ex, există două puncte  şi x′ ∈′′  cu proprietatea δ<′′− x′x , dar 

0

→∈Ú

)x(f)x(f ε>′′−′

)k

. 
 

∈Fie un sir , cu 0( kδ 0>k  )(∀  δ Úk
( ′ k) Ú∈k  

. Vom obţine două şiruri 
 şi  din E care au proprietatea că pentru orice Ú∈′ kk )x ′kx( Ú∈

kkk xx δ<′′−′ , dar 0kk x(f) )x(f ′′−′ . ε>
 

′Mulţimea E fiind mărginită, şirul Ú∈kk )x(

Ex0 ∈→

 este mărginit, deci, conform lemei 
lui Césaro el conţine un subşir convergent 

)x( kk nn
′ ∈Ú   (deoarece E este închisă) 

 
Observăm că 0xx

nnn kkk →δ<′′−′  pentru ∞→n 0x
nk →′′k  deci x

nk −′  
pentru . ∞→nk

00 xx
 
Atunci kkkk 0x)xx(x

nnnn
=+→′+′−′′=′′  

 
Din continuitatea pe E a funcţiei f rezultă continuitatea în  şi putem 
scrie că 

0x

)x(f 0→

)x(f 0→

0)x
nk →′′

))x(f( kk nn
′ ∈Ú  

))x(f( kk nn
′′ ∈Ú  

 
Prin urmare . Acest rezultat este fals, deoarece 

conform ipotezei noastre, 

(f)x(f
nk −′

0kk )x(f)x(f ε>′′−′

f
 

Deoarece am obţinut o contradicţie, rezultă că  este uniform continuă pe 
mulţimea E . 
 
 

Propoziţia 2:  
O funcţie vectorială continuă pe o mulţime compactă este 

mărginită pe această mulţime. 
 

 
Demonstraţie 
 
Prin absurd, presupunem că f este nemărginită pe mulţimea E, deci, 
pentru orice , există un punct 0>α Ex ∈α  astfel încât α>α )x

Ek ∈=α Exk

(f  
 
Luând  găsim punctul ∈  astfel ca k)x( k >f  
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Ú∈kk )x(

Ex0

Obţinem şirul  de puncte din mulţimea E (mărginită) care este, 
mărginit. Conform lemei lui Césaro, acest şir conţine un subşir 
convergent )x kk nn

( ∈→

x x(f→

. Deoarece f este continuă pe E, deci şi în 

, deducem  deci şi 0 )x(f kn
)0 )x(f 0→)x(f kn

. 
 
Insă, din inegalitatea nk k)x

n
>(f , deducem +∞→)x(f

nk . 
Deci, obţinem o contradicţie, rezultă că f este mărginită pe E. 
 
 

Propoziţia 3:  
Dacă  este o funcţie continuă pe mulţimea mnE:f ·· →⊂

compactă E, atunci imaginea  este tot o mulţime compactă.  m)E ·→(f
 

 
Demonstraţie: 
Conform propoziţiei 2, f(E) este o mulţime mărginită. Rămâne să arătăm 
că este şi închisă. 
 
Fie şirul  cu 0y→k∈Ú )E(fykk )y( ∈ . Putem spune că pentru fiecare k  
există un  astfel ca 

Ú∈
∈ kk y)x(Exk f = . 

 
Cum şirul  este mărginit (deoarece mulţimea E este mărginită) 
rezultă că el conţine un subşir convergent, . 

Ú∈kk )x(
Ex0 ∈→

0x
)x(f 0

k Ú∈nn kk )y( Ú∈kk )y( ,

0y→ )x0

m)E( ·⊂

)x( kk nn ∈Ú

Funcţia f fiind continuă în  (căci este continuă pe E rezultă că 
 E∈)x(fy kk nn

→=

 
Din şi  este un subşir convergent al şirului  
rezultă că . Limita fiind unică, deducem , deci 

, adică mulţimea  este închisă. 

0y→∈Ú

kk )y(
nn ∈Ú

k )y(

E(fy0 ∈

(fy0 =

) f
 
 

Propoziţia 4:  
O funcţie reală ·· →n⊂E:f  continuă pe mulţimea compactă 

mE , îşi atinge marginile pe această mulţime. ⊂ ·
 

 
Aceasta înseamnă că există două puncte 0x′  şi Ex0′ ∈′  astfel încât 

)x(finf
Ex∈

=

)x(fsup
Ex∈

)x(f 0′  

)x(f 0 =′′  
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Propoziţia 5:  
Dacă  este o funcţie vectorială continuă pe o mnE:f ·· →⊂

mulţime compactă E, atunci exista un punct Ex0 ∈  astfel încât 
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)x(fsup)x(f
Ex

0
∈

=  
 

 
 

4.14. Exerciţii rezolvate 
 
 
1) Să se arate că funcţia ·· →2⊂E:f  

yxcu ≠

2)0,0 ·∈

2

yx
yx)y,x(f

−
+=  

 
nu are limită în punctul ( . 
 
Dacă apelăm la definiţia cu şiruri, este suficient să găsim două şiruri 
diferite din ·  convergente către punctul  pentru care şirurile 
imaginilor să fie diferite. 

2)0,0 ·∈(

 

*) Fie şirul )0,0(
k
2,

k
1

k
→⎟

⎠
⎞⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈Ú
⎜
⎝
⎛  pentru ∞→k . 

Şirul imaginilor este 3−
)k1(
)k3(

k
2,

k
1f

kk
→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈∈ ÚÚ
 pentru ∞→k . 

 

**) Fie şirul )0,0(
k
1,

k
1

k
→⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

∈Ú
 pentru ∞→k . 

Şirul imaginilor este 0
)k2(

0
k
1,

k
1f

kk
→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

∈∈ ÚÚ

 pentru ∞→k

2)0,0 ·∈

}

. 

 
Rezultă că funcţia nu are limită în punctul . (
 
 
2) Să se arate că funcţia { ·· ,0(\:f 3 →)0,0  

22

22

zy
zy

++
+−

3)0,0, ·∈

2

2

x
x)z,y,x(f =  

 
nu are limită în punctul . 0(
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3Vom considera şi în acest caz două şiruri distincte din ·  cu limita 
. 3)0,0, ·∈0(

 

*) Fie şirul )0,0,0(
k
3,

k
2,

k
1

k

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∈Ú

 pentru ∞→k . 

Şirul imaginilor este 
7
3

)k14(
)k6(

k
3,

k
2,

k
1f

k
2

2

k
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈∈ ÚÚ

∞→⎜
⎝
⎛  pentru k . 

 

**) Fie şirul )0,0,0(
k
1,

k
1,

k
1

k

→⎟⎟
⎠

⎞

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∈Ú
⎜⎜  pentru ∞→k . 

Şirul imaginilor este 
3
1

)k3(
)k1(

k
1,

k
1,

k
1f

k
2

2

k
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈∈ ÚÚ

∞→

f 3)0,0, ·∈

)f,f(f 21

⎜
⎝
⎛  pentru k . 

Rezultă că funcţia  nu are limită în punctul . 0(
 
 
3) Pentru funcţia , 22 ·· →E:f ⊂ =  unde  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

2
1212

211

x)x,x(f

sinln)x,x(f

21

2

1

xcosx

x
x

 

 

să se calculeze limita în punctul ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛π= 1,
40x  pe direcţia dată de vectorul 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
2,

2
2

2

=a
r

. 

 
Fiind o funcţie vectorială, limita pe direcţie este un vector din ·  

(flim),ahx(flim()ahx(flim 20h010h00h
))ahx0

rrr
++=+

→→→
 

 
de asemenea avem 

⎟
⎠
⎞+

2
2h1,⎜

⎝
⎛ +π=+

2
2h

4
ahx0
r

 

*) =⎟
⎠
⎞+

2
2h⎜

⎝
⎛ +π=+

→→
1,

2
2h

4
flim)ahx(flim 10h010h

r
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2
2ln=

4
sinln

2
2h1
2
2h

4sinlnlim
0h

π=
+

+π

=
→

. 
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**) =⎟
⎠
⎞+

2
2h⎜

⎝
⎛ +π=+

→→
1,

2
2h

4
flim)ahx(flim 20h020h

r
 

=⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞+

2
2h⎢

⎣

⎡
⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=

→
1cos

2
2h

42
2h

4
lim

2

0h
1cos

4
π+

16

2π  

 
 
Rezultă  

21cos ·∈⎟
⎠
⎞

{ }

2

00h 416
,

2
2ln)ahx(flim ⎜

⎝
⎛ π+π=+

→

r
 

 
 

·· (\:f 24) Pentru →)0,0  

|e|) iyx
1
+=

2)0,0 ·∈

y,x(f  
 
să se studieze dacă are limită în . (
 
Mai întâi explicităm funcţia 

=+
−

|e|
22 yx

iy

⋅=== ++
−

+ e|e||e|)y,x(f
2222 yx

x
yx
iyx

iyx
1

22 yx
x

2 e +=

2)0,0 ·∈
m

22

222
yx

x

yx
ysini

yx
ycose +

+
−

+
=  

 
Verificăm dacă funcţia are limită pe direcţie în (  pe dreapta de 
ecuaţie xy = . 

=+ 22 x)m1(
x

==
→→

=
→ 0x0x

)mxy(
)0,0()y,x(

elim)mx,x(flim)y,x(flim  

⎩
⎨
⎧∞== +

→ pentru
pentru

0
elim x)m1(

1

0x

2

<
>

0x
0x

2)0,0 ·∈

 

 
Rezultă că f nu are limită pe direcţie în ( , deci nu are limită în 
acest punct. 
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{ } ·· (\:f 25) Pentru →)0,0  

4

22

)yx(
yx
−+

2)0,0 ·∈

22yx
)y,x(f =  

 
să se calculeze limitele iterate şi limita obişnuită în punctul ( . 

*) 0
)y 4 =⎥
⎦

⎤
x(yx
yxlimlim)y,x(flimlim 22

22

0y0x0y0x ⎢
⎣

⎡
−+

=
→→→→

 

 

**) 0
)y 4 =⎥
⎦

⎤

2)0,0 ·∈

x(yx
yxlimlim)y,x(flimlim 22

22

0x0y0x0y ⎢
⎣

⎡
−+

=
→→→→

 

 
***) Funcţia nu are limită obişnuită în (  deoarece: 

a) pentru )0,0(→ , şirul imaginilor 
k
2,

k
1))y,x((

k
kkk ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∈
∈

Ú
Ú

( )
5
4→  

k5
k4)y,x(f

k
4

4

kkk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∈
∈

Ú
Ú

b) pentru )0,0(→ , şirul imaginilor 
k
3,

k
1))y,x((

k
kkk ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∈
∈

Ú

Ú

25k25
k9))y,x(f(

k
4

4

kkk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∈
∈

Ú
Ú

2

9→  

 
 
6) Să se studieze continuitatea pe ·  a funcţiei: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+−

=
,x(
,x(

pentru
pentru

0
yx

)yxcos(1
)y,x(f 22

33

=
≠

)0,0()y
)0,0()y

2)0,0 ·∈

 

 
Este suficient să verificăm continuitatea în punctul (  deoarece în 
celelalte puncte funcţia este continuă fiind compunere de funcţii 
elementare. 
 
*) Verificăm continuitatea pe direcţie calculând limita următoare: 

[ ]=2

33

x)
x)m

+
+−==

→→
=

→ 20x0x
)mxy(

)0,0()y,x( m1(
1(cos1lim)mx,x(flim)y,x(flim

[ ]=
+
+=

→ )m1(x2
x)m1(sinx3lim 2

332

0x
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[ ] )0,0(f0 =

2)0,0 ·∈

)m1(2
x)m1(sinx3lim 2

33

0x
=

+
+=

→
 

 
deci f este continuă pe direcţie în ( . 
 
Acest rezultat nu este suficient pentru a putea trage o concluzie în 
legătură cu conţinuitatea obişnuită. 
 
**) Calculăm limita în origine punând funcţia sub o formă convenabilă: 

=+
2

33

y
)yx

+
−=

→
→→ 2

0y
0x)0,0()y,x( x

cos(1lim)y,x(flim  

=
+

⎟⎟
⎠

⎞+

22

233

y
2

y
⎜⎜
⎝

⎛

⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

+

=
+

+

=
→
→

→
→ 233

33
2

0y
0x22

33
2

0y
0x x

x

2
yx
2

yxsin
lim2

yx
2

yxsin2
lim  

( ) =+
2

33

y
yx2

+
+=

+
+=

→
→

→
→ 2

66

0y
0x22

233

0y
0x x

yxlim
2
1

yx
yxlim

2
1  
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=
+ 22

33

yx
yx=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++−=
→
→

→
→

0y
0x22

33
4224

0y
0x

lim
2
1

yx
yx2yyxxlim

2
1  

)0,0(f0 =

2

yx
1

xy
1

1lim
330y

0x
=

+
=

→
→

 

 
Rezultă că f este continuă în origine, deci este funcţie continuă în · . 
 
 

27) Să se studieze continuitatea pe ·  pentru următoarele funcţii 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
,x(
,x(

pentru
pentru

0
yx

x
)y,x(f 22

2

1 =
≠

)0,0()y
)0,0()y
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
,x(
,x(

pentru
pentru

0
yx

x
)y,x(f 22

2

2 =
≠

)0,0()y
)0,0()y

1f

 

 
In ambele cazuri, este suficientă verificarea continuităţii în origine 
 
*)  nu este continuă în origine deoarece nu are limită pe direcţie în 
acest punct 
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2m1
1

) +
=

2f

22

2

0x10x1
)mxy(

)0,0()y,x( m1(x
xlim)mx,x(flim)y,x(flim
+

==
→→

=
→

 

 
**)  este continuă în origine deoarece 

=
+ 22

2

yx
x=

→
→→

0y
0x2)0,0()y,x(

lim)y,x(flim  

)0,0(f0 =
yx

xxlim

initargm.fact

22
0y
0x

0

=
+

=
↓

→
→

 

1
y

|x
22
≤

+x
|  
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CAPITOLUL V 
 
 

DERIVATE PARŢIALE ALE UNEI FUNCŢII VECTORIALE 
 
 
 
 

5.1. Derivata pe direcţie a unei funcţii scalare 
 
 
Considerăm o funcţie scalară ·· →n

o

n0 E)x ∈

⊂E:f , un punct 

 şi vectorul 02010 ,...x,x(x = ⌫∈a
r n cu 1=a

r
 pe care îl folosim ca 

vector direcţie în n· . De asemenea, considerăm dreapta 
{ } E⊂∈·h,xn =· ahx0 +E ⊂x)x( 0a ∈='

r
r  

 
 

Definiţie:  
Spunem că funcţia f este derivabilă în punctul x0 pe direcţia 

dată de vectorul 

 107

a
r

 dacă există şi este finită limita 
 

h
)x(f)ahx(flim

(
00

0h

r

)x(
a
f

0

)not
r

∂
∂=

−+
→

        (1.1) 
 

 
 

Definiţie:  
Spunem că funcţia f este derivabilă pe mulţimea deschisă E 

pe direcţia a
r

 dacă ea este derivabilă pe direcţia a
r

 în orice punct 
E∈x . 

 

 

Aplicaţia care duce vectorul Ex∈  în numărul real ∈
∂
∂ ·)x(
a
fr  se numeşte 

derivata funcţiei f pe direcţia a
r

 şi se notează 
a
fr

∂
∂  sau afr′ , . fa

r'

 

În (1.1) limita notată )x(
a
f

0r
∂
∂  o numim derivata funcţiei f în x0 pe direcţia 

a
r

. 
 
Fie mulţimea { } ·· +∈= ahxhF 0 ⊂∈E

r
 şi funcţia →ϕ ·F: ,

)ahx(f)h( 0

 
r

 (1.2)+=ϕ
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Observăm că 

)0()0 ϕ′=
h

()h(lim
h

)x(f)ahx(flim)x(
a
f

0h
00

0h0
ϕ−ϕ=

−+
=

∂
∂

→→

r

r  

 
Prin urmare, derivata pe direcţie se poate calcula cu ajutorul derivatei 
funcţiei , funcţie de o singură variabilă, adică ϕ

 108

)0()x(
a
f

0 ϕ′=
∂
∂
r  (1.3) 

 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Să se calculeze derivata funcţiei ·· →2f , 2

121 x)x,x(f +=: 21 xcosx  

în punctul ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π=

2
,10x  pe direcţia dată de ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

2
1,

2
1a

r
. 

 
Folosind definiţia, putem scrie  

=
− )x(f) 0+

=
∂
∂

→ h
ahx(flim)x(

a
f 0

0h0

r

r
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +π+

→ h
2

h
2

,
2

h1f
lim

0h
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π

2
,1f

 

001
2

h
=

−⎟
⎠
⎞

2

0h h
2

cos
2

h1
2

h1
lim

⎜
⎝
⎛ +π⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
→

 

=⎥⎦
⎤⎟
⎠
⎞+

2
h⎜

⎝
⎛π⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎢⎣

⎡ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +π+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

→ 2
sin

2
h1

2
1

2
h

2
cos

2
1

2
h1

2
2lim

0h
 

2
1

2
1 =

2
2 −=  

 
2) Să se calculeze derivata funcţiei ·· →2:f ,

7xx 21 +
 

 în punctul xxx)x,x(f 2
2

2
1

3
121 −++= ( )2,10x =  pe direcţia 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2
3,

2
1a

r
. 

 
Dacă folosim formula (1.3), putem scrie 

=⎟
⎠
⎞+

2
3h⎜

⎝
⎛ +=+=ϕ 2,

2
h1f)ahx(f)h( 0

r
 

⎟
⎠
⎞+

2
3h2⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

2
h1

2
3h2

2
h1

2
h1

223
 

−⎟
⎠
⎞+

2
3h2⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=ϕ′ 3

2
h1

2
h1

2
3)h(

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

2
h1

2
3−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

2
3h2

2
1  

 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

 109

Cum )0()0 ϕ′=x(
a
f

∂
∂
r , rezultă că ( )31

2
3 +)x(

a
f

0 =
∂
∂
r  

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
Putem da o interpretare geometrică a derivatei pe direcţie a unei funcţii 
scalare. Pentru simplitate, luăm o funcţie ·· →⊂ 2E:f  a

3
l cărei grafic 

este o mulţime din · . 
( ){ }E)x, 2 ∈x()x,x(f,x,xG 1

3
2121f ∈= ·  

 
De asemenea, considerăm dreapta  

{ }·∈h,ah' +=∈= xxEx)x( 00a
r

r  

 
 
Punctelor situate în planul (  pe dreapta  le corespund pe 
grafic, puncte situate pe curba . Astfel punctului 

 îi corespunde punctul 

)x,x 21 )x( 0a
r'

a
rΓ

'∈ )x( 0a
r)x,x(x 02010 = ( ) a0 )x( rΓ∈

)x( 0a
r

0 f,xP , iar 
punctului ax0 hx0

r
'∈+=

( )( ) aah r

 îi corespunde punctul 

00h xf,ahxP
rr

Γ∈++  
 
Dacă ducem )x( 0a0

r'PP , putem observa că 

h
)x(f)ahx(fPP̂tgP 00

0h
−+

=
r

 (1.4)

 

prin urmare expresia 
h

)x(f)a 0−hx(f 0 +
r

 reprezintă coeficientul unghiular al 

dreptei PPh faţă de direcţia a
r

. 
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Rezultă că 
h

)x(f)a 0−hx(flim)x(
a
f 0

0h0
+

=
∂
∂

→

r

r  reprezintă coeficientul unghiular 

al tangentei la curba  în punctul P faţă de direcţia a
r

. a
rΓ

 
Proprietăţi ale funcţiilor scalare derivabile pe direcţie 
 

Fie ·· →n⊂E:f ,  şi a
o

0 Ex ∈ n⌫∈
r

 un vector direcţie. 
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1) Dacă f este derivabilă în  pe direcţia a0x
r

, atunci f este derivabilă în 
pe direcţia 

0x  
a
r

−

( )

 şi avem  

)x(
a
f)x(

a
f

00 rr
∂
∂−=

−∂
∂  

 
Intr-adevăr, dacă folosim definiţia, 

( ) h
)x(f)a)h(x(flim

h
)x(f)a(hx(flim)x(

a
f 00

0h
00

0h0

rr

r =
−

−−+
−=

−−+
=

−∂
∂

→→
)x(

a
f

0r
∂
∂−

0x

 

2) Dacă f este derivabilă în  pe direcţia a
r

, atunci f este derivabilă în 
pe direcţia (  cu 

0x  
)a
r

α ·∈

( )

α  şi avem  

)x(
a
f)x(

a
f

00 rr
∂
∂α=

α∂
∂  

 
Folosind definiţia, putem scrie 

( ) h
)x(f)a)h(x(flim

h
)x(f))a(hx(flim)x(

a
f 00

0h
00

0h0

rr

r =
α

−α+
α=

−α+
=

α∂
∂

→→
)x(

a
f

0r
∂
∂α

0x

 

 

3) Dacă f este derivabilă în  pe direcţia a
r

, atunci f este continuă în  
pe direcţia a

0x
r

 

 
Calculăm: 

[ ] 0)x( 0 =⎥
⎦

⎤
h

f)ahx(fhlim)x(f)ahx(flim

finit),x(
a
f

0
0h000h

0

0

⎢
⎣

⎡ −+
=−+

∂
∂

↓

↓→→

r
r

 

)x(f) 0=ahx(flim 00h
+

→

r
 deci f este continuă în pe direcţia a

r
. 0xPrin urmare 
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4) Fie ·· →⊂ n
kk E:f , p,1= I

p

1k

o

0 Ex
=

∈k  , a
r

 vector direcţie. 

Dacă funcţiile  sunt derivabile în  pe direcţia p21 f,...,f,f 0x a
r

, atunci 

funcţia  cu ∑
=

α
p

1k
kk f ·∈α  este derivabilă în  pe direcţia a

r
 şi k 0x

)x(
a
f)x(f

a 0
k

p

1k
k0

p

1k
kk rr

∂
∂

α=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

∂
∂ ∑∑

==

 (1.7)

 

5) Dacă funcţiile  sunt derivabile în  pe direcţia pf,...,21 f,f 0x a
r

, atunci 

funcţia produs ∏  este derivabilă în  pe direcţia 
=

p

1k
kf 0x a

r
 şi 

)x(f)...x(
a
f)...x(f)x(f

a 0p0
k

p

1k
010

p

1k
k rr

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ∑∏

==

 (1.8)

 

6) Dacă ·· →n
0⊂E:g,f  sunt derivabile în  pe direcţia a

r
x  cu  

într-o vecinătate a punctului , atunci funcţia 

0)x(g ≠

0x
g
f

0x

a

 este derivabilă în  pe 

direcţia 
r

 şi avem 

( ) ( )

)x(g

x
a
g)x(f)x(gx

a
f

)x(
g
f

a 0
2

0000

0

rr
r ∂

∂
−

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂  (1.9)

 
 

7) Considerăm funcţia ··nf x0→⊂E: , E∈ , vectorul direcţie a
r

 şi 
segmentul  

[ ] E)x(ahx,xS 0a00 ⊂⊂+= r
r

' Dacă exsită derivata pe direcţie 
a
fr∂

∂
 pe 

mulţimea S, atunci există un ( )1,0∈θ  astfel încât 

)ahx(
a
fh)x(f)ahx(f 000

r r
r θ+

∂
∂=−+  (1.10)

Aceasta este formula lui Lagrange (formula creşterilor finite) 
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Demonstraţia se bazează pe formula creşterilor finite pentru funcţii de o 
variabilă. 
 
Notăm [ ] ·→h,0 )t(ϕ : , )atx(f 0

r
+=ϕ . Deoarece funcţia ϕ  este continuă 

pe  şi derivabilă pe (  rezultă că există un [ ]h,0 )h,0 ( )1,0∈θ  astfel încât să 
putem scrie )h(h)0()h( θϕ′=ϕ−ϕ , adică 

)ahx0(
a
fh)x(f)ahx(f 00

r
r

r
θ+

∂
∂=−+  

 
 

5.2. Derivata pe direcţie a unei funcţii vectoriale 
 
 
Să considerăm de data aceasta o funcţie vectorială  pe 
care o definim prin componentele sale scalare, 

mn ·· →E:f ⊂
·· →n

o

0 Ex ∈ ∈

⊂
n⌫

m21 E:f,...,f,f , 

punctul  şi vectorul direcţie a
r

. 
 
 

Definiţie:  
Funcţia vectorială f este derivabilă în  pe direcţia 0x a

r
, dacă 

există 
m

0 )x ·∈
)not(

00
0h

(
a
f

h
)x(f)ahx(flim

∂
∂=

−+
→

r

r

 
 

(2.1) 

 
Trebuie să subliniem faptul că (2.1) este o relaţie vectorială echivalentă 
cu m relaţii scalare, 
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·∈)x0∂
∂

=
−+

→
(

a
f

h
)x(f)ahx(flim i0i0i

0h
r

r

,   m,1=i  

 

astfel încât vectorul limită )x(
a
f

0r
∂
∂  este 

 
m

ke ·∈
m

1k
0

k
0

m
0

1
0 )x(

a
f)x(

a
f),...,x(

a
f)x(

a
f

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ∑

=

rrrr  

 
unde vectorii  formează baza canonică din spaţiul 
vectorial 

m
ke ·∈21 ,...,e,e

m· . 
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Definiţie:  
Funcţia vectorială  este derivabilă pe direcţia mn ·· →E:f ⊂

 113

a
r

 pe mulţimea deschisă E, dacă ea este derivabilă pe direcţia a
r

 în 
orice punct ce aparţine acestei mulţimi. 

 

nExAstfel, aplicaţia ce duce vectorul ⊂·∈  în vectorul m)x( ·∈
a
f

∂
∂
r  se 

numeşte derivata funcţiei f pe direcţia a
r

 şi o notăm cu 
a
fr

∂
∂ . Este o funcţie 

vectorială pe care o definim cu ajutorul componentelor sale scalare  

⎟
⎠
⎞

∂
∂

a
f,...,

a
m2 rr⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ f,

a
f

a
f 1rr  (2.2)

 
Prin urmare, derivata pe direcţie a unei funcţii vectoriale se determină 
calculând derivatele pe direcţie ale componentelor sale scalare. 
 
Se poate demonstra următoarea 
 
 

Propoziţie:  
Funcţia vectorială , mn ·· → f(f 1E:f ⊂ )f,...,f, m2=  este derivabilă 

în  pe direcţia 
o

0 Ex ∈ a
r

, dacă şi numai dacă toate componentele sale 
scalare, , sunt funcţii derivabile în  pe direcţia amf

r
. 21 f,f ,..., 0x

 

 
Demonstraţie: Se foloseşte egalitatea 

k

m

1k

0k0k00 e
h

)x(f)ahx(f
h

)x(f)ahx(f ∑
=

−+
=

−+
r r

 (2.3)

şi se observă că 
h

)x(f)a 0−hx(flim 0
0h

+
→

r

 există, dacă şi numai dacă există 

limitele 
h
ahx(flim 0k

0h

+
→

)x(f) 0k−
r

 pentru orice m,1k = . 

 
 

5.3. Derivate parţiale 
 

Considerăm funcţia scalară ·· →n
o

0 Ex ∈

} n
ne ⌫⊂

⊂E:f , punctul  şi mulţimea 
{ 21 ,...,e,e

rrr
, baza canonică din ⌫. n

 
Fie şi mulţimea { }·∈h,e j·' +=⊂∈= hxxEx)x( 0

n
0ej

r
r  
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Definiţie:  
Funcţia f este derivabilă parţial în punctul x0 în raport cu 

variabila xj, dacă ea este derivabilă în x0 pe direcţia dată de vectorul 

 114

je
r

. 
 

 
In cazul de faţă, notăm 

)x(
x
f

0
j∂

∂=
h

)x(f)ehx(f
lim)x(

e
f 0j0

0h0
j

−+
=

∂
∂

→

r

r  (3.1) 

 
 

Definiţie:  
Funcţia f este derivabilă parţial în raport cu variabila xj pe 

mulţimea deschisă E dacă ea este derivabilă parţial în raport cu 
variabila  în fiecare punct jx Ex∈ . 
 

 

Aplicaţia care duce un punct x E∈  în numărul ∈
∂
∂ ·)x(
x
f  se numeşte 

derivată partială a funcţiei f în raport cu variabila xj şi se notează 
jx

f
∂
∂

jxf ′ f
jx'

] n0,..., ⌫∈

 sau 

, . 
 
Deoarece [j 1,...,0,0e =

r
 are numai componenta j egală cu 1, 

deducem că vectorul 
( )n0j00201j0 x,...,hx,...,x,xehx +=+

r
 (3.2) 

 
Prin urmare, 

=
− )x(f 0+

=
∂
∂

→ h
)ehx(f

lim)x(
x
f j0

0h0
j

r

=
)x,..., n0−+

=
→ h

x,...,x(f)x,...,hx,...,x(f
lim j001n0j001

0h
 

j0j

01n0j01

xx xx
x,...,x(f)x,...,x,...,x(f

lim
j0j −

−
=

→

n0j0 )x,...,

hxx j0j +=

f

 

 
unde am notat 

 (3.3) 
 
Dacă considerăm funcţia parţială a lui  
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{ }E)x
            )

                 

n0 ∈,...,x,...,x(xE
x,...,x,...,x(f)x(F

          E:F

j01jj

n0j01jj

jj

∈=
=

→⊂

·

··

 (3.4)
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atunci derivata parţială )x(
x
f

0
j∂

∂  o putem exprima cu ajutorul funcţiei 

parţiale F , adică  j

)x(F
xx

)x(F)x(F
lim)x(

x
f

j0j

)def(

j0j

j0jjj

xx0
j j0j

′=
−

−
=

∂
∂

→
 (3.5)

 
Prin urmare, putem afirma că funcţia f este derivabilă parţial în raport cu 
variabila  în punctul jx Ex0 ∈ , dacă şi numai dacă funcţia parţială  este 
derivabilă în punctul 

jF

jj0 Ex ∈ . 
 
In acest caz avem 

)x(F)x(
x
f

j0j0
j

′=
∂
∂  (3.6)

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 

a) Pentru o funcţie de n  variabile putem defini n  derivate 
jx

f
∂
∂  pe care le 

numim derivate parţiale de ordinul întâi. 
 

b) Practic, derivata parţială 
jx

f
∂
∂  se calculează considerând pe 

 constante şi derivând-o ca pe o funcţie de o singură 

variabilă . 
n1j x,...,x +

j

1j1 ,x,...,x −

x

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Funcţia ·· →⊂ 3E:f  

�)xzln(z +sin3xcosxy)z,y,x(f 2 ++=  
 
are trei derivate parţiale de ordinul întâi. 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

z
1zcos3

z
f

x
y
f

xcos2y
x
f +

x
1xsin

· )f,...,f, m2

 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
Să considerăm funcţia vectorială , mn ·→ f(f 1E:f ⊂ =  şi 

. E)x n0 ∈

jx 0x m

,...x,x(x 02010 =
 
Derivata parţială în raport cu  în punctul  este un vector din · . 

k

m

1k
0

j

k
0

j

m
0

j

1
0

j
e)x(

x
f)x(

x
f),...,x(

x
f)x(

x
f ∑

= ∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  (3.7) 

 
 

Propoziţia 1:  
Funcţia vectorială  este derivabilă parţial în raport mn ·· →E:f ⊂

cu variabila  în punctul , dacă şi numai dacă toate componentele jx Ex0 ∈

sale scalare  sunt derivabile parţial în raport cu variabila  în m2 f,...,f1, jxf

0x . 
 

 
Demonstraţia este imediată şi foloseşte faptul că funcţia parţială  
definită pentru funcţia , este o funcţie vectorială cu m

jF
f  componente, 

 şi  ),...,F2
j Fm

j,F(F 1
jj =

 116

∑
= −

−
=

−

− m

1k
k

j0j

j0
k

jj
k
j

j0j

j0jjj e
xx

)x(F)x(F
xx

)x(F)x(F
 (3.8) 

 
 

Propoziţia 2:  
Dacă funcţia vectorială f este derivabilă parţial în raport cu 

variabila  în   f este continuă parţial în  în raport cu variabila jx 0x ⇒ 0x

jx . 
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă funcţia f este derivabilă parţial în  în raport cu toate variabilele, 
atunci f este continuă parţial în  în raport cu toate variabilele luate în 
parte. Nu rezultă, de aici, că f este continuă în  în raport cu ansamblul 
variabilelor. 

0x

0

0x
x

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Propoziţia 3:  
Dacă funcţia  este derivabilă parţial în raport cu mnE:f ·· →⊂

toate variabilele într-o vecinătate , , atunci pentru orice punct )
o

0 Ex ∈x(V 0

E)0 [ ]kk0 x,xkx(V)x,...,x,x(x n21 ∩∈= , există n ∈ζ  astfel încât:  numere 

∑
=

−ζζζ
∂
∂=−

m

1k
k0kn21

k
0 )xx)(,...,,(

x
f)x(f)x(f       (3.9) 

 

 
Aceasta este formula lui Lagrange pentru o funcţie vectorială de n  
variabile reale. 
 
 

Propoziţia 4:  
Dacă funcţia  are derivate parţiale mărginite într-o mnE:f ·· →⊂

vecinătate   atunci f este continuă în  (în raport cu E)x(V 0 ∩ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈

o

0 Ex 0x

ansamblul variabilelor) 
 

 
Demonstraţie: 
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Din 
kx
f

∂
∂ ⇒∩ mărginite pe E)x(V 0 0>

E)x( 0 ∩

 există un M  astfel încât pentru 

  să avem )(∀ Vx∈ M≤)x(
x
f
k∂

∂ , n,1=k  

 
Folosind formula Lagrange (3.9) avem 

≤−ζζζ
∂
∂=− ∑

=

m

1k
k0kn21

k
0 )xx)(,...,,(

x
f)x(f)x(f  

∑∑
==

−≤−⋅ζζζ
∂
∂≤

m

1k
k

m

1k
k0kn21

k
x(M)xx(),...,,(

x
f →k0 0)x

k0k xx →

 

când . 
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)x(f)x 0= 0xDe aici rezultă că , deci f este continuă în . (flim
xx 0→

 

Corolarul 1: Dacă toate derivatele parţiale 
kx
f

∂
∂  există într-o vecinătate 

 şi sunt continue în , atunci funcţia f este continuă în . E)x( 0 ∩ 0x 0xV
 

Intr-adevăr dacă derivatele 
kx
f

∂
∂  sunt continue în , atunci ele sunt 

mărginite pe o vecinătate a acestui punct. 

0x

 

Corolarul 2: Dacă toate derivatele parţiale 
kx
f

∂
∂  există pe mulţimea 

deschisă E şi sunt continue sau mărginite pe E, atunci funcţia f este 
continuă pe E. 
 
 

5.4. Derivate parţiale de ordin superior 
 
 
Considerăm funcţia vectorială , şi presupunem E mulţime 
deschisă. 

mn ·· →

nE

E:f ⊂

 
Dacă pe mulţimea E este definită funcţia vectorială ce duce x ⊂·∈  în 

vectorul m)x( ·∈
jx

f
∂
∂ , numită derivata parţială a funcţiei f în raport cu 

variabila xj, se poate pune problema existenţei derivatelor parţiale ale 
acestei funcţii. 
 
 

Definiţie:  
Derivatele parţiale ale funcţiilor vectoriale )n,1j( =

x
f

j∂
∂ , dacă 

există se numesc derivatele parţiale de ordinul doi ale funcţiei f şi se 
notează 

ji

2

xx
f
∂∂

∂=
ji x

f
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ ,…

sau , . 

     (4.1) )n,1j,i( =

jx f
jixx'ixf ′
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Dacă f nu are derivate parţiale de ordin întâi într-un punct, atunci f nu 
are nici derivate parţiale de ordinul doi în acel punct. 
 
b) O funcţie vectorială f de n variabile reale poate avea n derivate parţiale 
de ordinul întâi şi n2 derivate parţiale de ordinul doi. 
 

c) Funcţiile 
j

j
i

2

xx
f
∂∂

∂  cu i ≠  se numesc derivate parţiale mixte. Daca , 

derivata se notează 

ji =

 119

2
i

2

x
f

∂
∂ . 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
In acelaşi mod, se definesc derivatele parţiale de ordinul trei ale unei 
funcţii vectoriale f: sunt derivatele parţiale ale derivatelor parţiale de ordin 
doi ale funcţiei f. Analog, putem defini derivatele parţiale de un ordin 

 oarecare. Ú∈p
 
In general, derivatele parţiale mixte de ordinul doi nu sunt egale 

⎟⎟
⎠

⎞
∂∂

∂≠
ij

2

xx
f

⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
ji

2

xx
f . 

 
De asemenea nu sunt egale nici derivatele parţiale mixte de un ordin p  
oarecare, în care variabilele în raport cu care se derivează intervin de 
acelaşi număr de ori, ele diferind doar prin ordinea în care s-a făcut 
derivarea. 
 

Definiţie:  
Vom spune că )E(Cf p∈  dacă f este funcţie continuă pe E 

împreună cu toate derivatele sale parţiale până la ordinul p inclusiv. 

 
Condiţii suficiente pentru egalitatea derivatelor parţiale mixte sunt date de 
 
Criteriul lui Schwarz 
 

Dacă ,  atunci orice derivate parţiale mixte de 
ordin mai mic sau egal cu p

mnE:f ·· →⊂ )E(Cf p∈
 care diferă între ele doar prin ordinea de 

derivare, sunt egale. 
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Demonstraţie: pentru simplitate, demonstraţia o facem pentru o funcţie 

·· →2⊂E:f )E(Cf 2∈,  şi vom arăta că 
xy
f

y
f 2

∂∂
∂=

∂

{ }0\·∈ E)hy

x

2

∂
∂  pe mulţimea E. 

 
Fie numerele  astfel încât punctul k,h ,hx( ∈++ . 
Fie funcţia ·· →2

( ) ( )[ ]
⊂E:H , 

[ ( ) ( )]y,xfky,xfy,hxfky,hxf)y,x(H  (4.2) +−++= − + −
 

[ ] ·→+ϕ

 120

Dacă considerăm funcţia k
)t,(f)t( α=ϕ

)E(Cf 2∈
y,y

)
)ky(k)y()ky( ′+ϕ′=ϕ−+ϕ

y,y: , 
 (4.3) 

 
deoarece am presupus , putem spune că aceasta este funcţie 
Rolle pe [ . Putem aplica teorema lui Lagrange, deci există un 

 astfel încât să putem scrie 
]k+

( k,0k ∈′
 (4.4) 

 
sau dacă ţinem seama de (4.3) 

)ky,(
y
fk)y,(f)ky,(f ′+α

∂
∂=α−+α  (4.5) 

 
Rezultă că  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+

∂
∂−′++

∂
∂= )ky,x(

y
f)ky,hx(

y
fk)y,x(H  (4.6) 

 
Dacă procedăm asemănător şi considerăm funcţia  [ ]+ψ →·h: ,x,x  

)ky,t(
y

)t( ′+
∂

=ψ f∂  (4.7) 

 
aceasta este funcţie Rolle pe [ ]hx,x ( )h,0h+ , deci există un ∈′  astfel 
încât să putem scrie formula lui Lagrange 

 (4.8) )hx(h)x()hx( ′+ψ′=ψ−+ψ
 
adică 

)ky,hx(
yx
fh)ky,x(

y
f)ky,hx(

y
f 2

′+′+
∂∂

∂=′+
∂
∂−′++

∂
∂  (4.9) 

 
Prin urmare, funcţia  devine )y,x(H

)ky,hx(
yx
fhk)y,x(H ′+′+
∂∂

∂=
2

 (4.10) 
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( )
Folosim aceeaşi funcţie H(x,y) scrisă sub forma 

( )[ ] [ ( ) ( )]y,xfy,hxfky,xfky,hxf)y,x(H  (4.11)++= − + − + −
 
Procedăm asemănător şi aplicăm de două ori teorema lui Lagrange. 
Putem spune că există ( )k,0k ∈′ ( )h,0h′  şi ′ ∈′  astfel încât 

)ky,hx(
xy
fhk)y,x(H

2
′′+′′+

∂∂
∂=  (4.12)

 
Din (4.10) şi (4.12) reţinem 

)ky,hx(
xy
f)ky,hx(

yx
f 22

′′+′′+
∂∂

∂=′+′+
∂∂

∂

)

 (4.13)

 
( )( ( )y,Fie şirul ky,hx nnn →++ ∈Ú x  pentru ∞→n .

)h,0( n∈′
 

Pentru fiecare termen al şirului există numerele h,h nn ′′  şi 
 astfel încât relaţia (4.13) să aiba loc, adică )k,0( nn ∈′k,kn ′′

)ky,hx(
xy
f)ky,hx(

yx
f

nn

2

nn

2
′′+′′+

∂∂
∂=′+′+

∂∂
∂  (4.14)

 
Datorită continuităţii derivatelor parţiale de ordinul doi, relaţia (4.14) se 
păstrează şi prin trecere la limită, deci avem 

)y,x(
xy
f)y,x(

yx
f 22

∂∂
∂=

∂∂
∂  (4.15)

 
Cum punctul (  a fost arbitrar ales, rezultă că relaţia (4.15) este 
adevărată pe întreaga mulţime E. 

E)y,x ∈

 
 

5.5. Matricea funcţională Jacobi 
 
 
Fie funcţia , mn ·→ f(f 1E:f ⊂· )f,...,f, m2=  unde E este o mulţime 
deschisă. 
Prin matrice funcţională Jacobi pe mulţimea E, notată J(x) sau 

n,1j
m,1i

j

i  )x(
=
=⎟⎟

⎠

⎞

x
f

⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂ , înţelegem matricea cu m linii şi n coloane definită astfel: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

)x(
x
f...)x(

x
f)x(

x
f

............

)x(
x
f...)x(

x
f)x(

x
f

)x(
x
f...)x(

x
f)x(

x
f

)x(J

n

m

2

m

1

m

n

2

2

2

1

2

n

1

2

1

1

1

 (5.1) 

 
Dacă n=1 iar , matricea funcţională Jacobi este o matrice coloană 1m >

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

∂

∂
∂
∂
∂

=

)x(f
....

)x(
x
f

)x(
x
f

)x(J

m

2

1

 (5.2) 

⎠⎝ ∂x

1n >
 
De asemenea, dacă m=1 şi , matricea funcţională Jacobi este o 
matrice linie. 
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂ )x(

x
f...)x(

x
f)x(

x
f

n21
 (5.3) =)x(J

 
In cazul m=n obţinem o matrice pătratică 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝ ∂
∂

∂
∂

∂∂
=

)x(
x
f...)x(

x
f

.........

)x(
x

...)x(
x

)x(J

n

n

1

n

n1

⎞⎛ ∂∂ ff 11

 (5.4) 

 
Determinantul acestei matrici pătratice notat  

 
(5.5) 

)x,...,
)f,...,

n

n

x,x(D
f,f(D)x(Jdet

21

21=

se numeşte jacobianul funcţiei f pe mulţimea E 
 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
1) Pentru funcţia vectorială 22 ⌫· →E:r ⊂

r
 definită cu ajutorul 

coordonatelor polare (   ),θρ
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Unde r
r

=ρ

jsinicos),(r

, 
rr r

 θρ+θρ=θρ

⎟
⎠
⎞

θρ
θρ−

cos
sin

ρ=θρ ),(J

 
matricea funcţională Jacobi este 

⎜
⎝
⎛

θ
θ

=θρ
sin
cos

),(J  

 
iar determinantul ei are valoarea: 
det  
 
2) Pentru funcţia vectorială 33 ⌫· →E:r ⊂

r
 definită cu ajutorul 

coordonatelor sferice ( ),, ϕθρ   
Unde r

r
=ρ

ksinjsincosicoscos),,(r

, 
rr r r

 θρ+ϕθρ+ϕθρ=ϕθρ

 
 
matricea funcţională Jacobi este 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
ϕθ
ϕθ

0
cos
sin

θρ= cos2

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θρθ
ρϕθρ−ϕθ
ρ−ϕθρ−ϕθ

=ϕθρ
cossin

cossinsinsincos
coscossincoscos

),,(J  

 
iar  ϕθρ ),,(Jdet
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33 ⌫· →3) Pentru funcţia vectorială  E:r ⊂
r

 definită cu ajutorul 
coordonatelor cilindrice   )z,,( θρ

 
kzjsinicos
rrr

)z,,(r
r

+θρ+θρ=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
θρθ
θρ−θ

=
100
0cossin
0sincos

J  

ρ=θρ )z,,( 

θρ  
 
matricea funcţională Jacobi este 

θρ )z,,(

iar Jdet  
 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

5.6. Câmpuri scalare şi câmpuri vectoriale din ∇3 
 
 
Conceptul de câmp stă la baza unor noţiuni importante din fizica 
modernă. Se au în vedere câmpurile scalare, câmpurile vectoriale sau 
câmpurile tensoriale, care sunt utilizate frecvent în electrodinamică, 
mecanică, teoria particulelor elementare, în teoria relativităţii. 
 
Dacă o mărime fizică are o valoare determinată în fiecare punct al 
spaţiului sau al unei regiuni din spaţiu, atunci se spune că este definit 
câmpul mărimii considerate. 
 
Dacă mărimea respectivă este un scalar (temperatură, presiune, potenţial 
electrostatic), atunci şi câmpul ei se numeşte câmp scalar. Dacă mărimea 
considerată este un vector (viteză, forţă) atunci câmpul determinat de ea 
se numeşte câmp vectorial. 
 
De exemplu, un corp încălzit dă un câmp scalar al temperaturii dacă în 
fiecare punct al câmpului temperatura are o valoare bine determinată. 
Asemănător, putem da numeroase exemple de câmpuri vectoriale: 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

câmpul vitezelor sau acceleraţiilor unui fluid în mişcare, câmpul 
gravitaţional sau câmpul magnetic al diverselor corpuri. 
 
 

Definitie:

 125

  
Dacă ·· →3⊂E:f )E(Cf 1∈, , E deschisă, este o funcţie 

scalară, se numeşte câmp scalar sistemul  
( ))M(f,E E)z,y,x(, M ∈=          (6.1) 

 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Prin câmp scalar se înţelege domeniul E împreună cu funcţia reală f(M) 
definită pe E. Adesea, pentru simplificarea exprimării, prin expresia 
“câmpul scalar f” se înţelege funcţia scalară f. 
 
b) Punctele M  se numesc pE∈ unctele câmpului scalar, iar numărul )M(f  
se numeşte valoarea (intensitatea, mărimea) câmpului scalar în punctul 
M. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Definiţie:  
Dacă , E deschisă, 33E:f ⌫· →⊂

r
= [ ]321 f,f,ff

r
, , este )E(Cf 1∈

o funcţie vectorială, se numeşte câmp vectorial sistemul  
( ))M(f,E

r
, E)z,y,x(M ∈=          (6.2) 

 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Şi în acest caz prin expresia “câmpul vectorial f

r
” se înţelege funcţia 

vectorială f
r

. 
 
b) Punctele M  se numesc punctele câmpului vectorialE∈ , iar numărul 

)M(f  se numeşte valoarea (intensitatea, mărimea) câmpului vectorial în 
punctul M. 
 
c) In baza canonică din , funcţia vectorială 3⌫ f

r
 se poate exprima 

k)M(fj)M(fi)M(f)M(f 321

rrrr
 (6.3)++=

unde  sunt componentele sale reale în această bază. 321 f,f,f

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Definiţie:  
Se numeşte gradientul funcţiei scalare ·· →⊂ 3E:f  în 

punctul M  vectorul notat E∈

j)M(
y
fi)M(

x
f)M(fgrad

 126

k)M(
z
f rrr ∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂=        (6.4) 

 

 
Astfel, câmpul scalar (  i se asociază câmpul vectorial ))M(f,E

( )M(fgrad,E ) care poartă numele de gradientul câmpului scalar, căci în 

fiecare punct M al câmpului scalar ( ))M(f,E  putem defini vectorul 

)M(fgrad . 
 
 

Definiţie:  
( ))M(f,ECâmpul vectorial 

r
 este un câmp potenţial, dacă el este 

gradientul unui câmp scalar , deci dacă ))M(U,E(

)M(Ugrad)M(f =
r

,   EM∈          (6.5) 
 

 
In acest caz, funcţia scalară ·· →3⊂E:U  se numeşte potenţialul 
câmpului. 
 
Fie funcţia vectorială , 33 ⌫· → f =E:f ⊂

r
[ ]321 f,f,f

r
. 

 
 

Definiţie:  
Se numeşte divergenţa funcţiei 33 ⌫· →E:f ⊂

r
 în punctul 

EM∈ , numărul notat 

)M(
z
f)M(

y
f)M(

x
f)M(fdiv 321

∂

r ∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=         (6.6) 
 

 
Astfel, câmpului vectorial ( ))M(f,E

r
 i se asociază câmpul scalar 

( ))M(fdiv,E
r

 care se numeşte divergenţa câmpului vectorial. 
 
Introducând operatorul lui Laplace care aplicat unei funcţii scalare 

·· →3⊂E:f
r

 o duce în funcţia fΔ  

2

2

2

2

2

2

z
f

y
f

x
ff

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=Δ  (6.7) 
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se poate demonstra 
 
 

Propoziţia 1:
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( ))M(f,E

r
 este un câmp potenţial, atunci div Dacă Uf Δ=

r
 unde 

funcţia scalară U este potenţialul câmpului. 
 

 

Intr-adevăr, deoarece Ugrad=f
r

, rezultă k
z
UjU r

y
i

x
Uf

rrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= . 

Atunci 

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

z
U

z
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂

∂
∂=

y
U

yx
U

x
fdiv
r

U
z
U
2

2
Δ=

∂
∂

y
U

x
U

2

2

2

2
+

∂
∂+

∂
∂  

 
 

Definiţie:  
Se numeşte câmp solenoidal, un câmp vectorial cu 

divergenţă nulă. 
 

 
 

Definiţie:  
33E:f ⌫· →⊂

r
 în punctul M , Se numeşte rotorul funcţiei E∈

vectorul notat 

k)M(
y
f1 r

⎟
⎠
⎞

∂
∂)M(

x
fj)M(

x
f

)M(
z
fi)M(

z
f)M(

y
f

)M(frot 23123
rrr

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= (6.8) 
 

 
Astfel, câmpului vectorial ( ))M(f,E

r
 i se asociază câmpul vectorial 

( ))M(frot,E
r

 care se numeşte rotorul câmpului vectorial. 
 
Pentru scrierea rotorului, se obişnuieşte să se utilizeze determinantul 
simbolic 

321 fff
zyx

kji
frot

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

r r r

r

k,j,i

 (6.9)

 
unde 

r rr
 sunt versorii axelor carteziene OX , iar operatorii de 

derivare parţială 

OZ,OY,

z,y
,

x ∂
∂ ∂

∂
∂

∂
 se subânţeleg aplicabili funcţiilor din ultima 

linie utilizându-se regula de dezvoltare a unui determinant după prima 
linie. 
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De exemplu, pentru funcţia 
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kzej xxyz2i)yx()z,y,x(f 22
rrr r
+++= , avem 

( ) ( ) +⎥⎦
⎤ ixyz2
r

⎢⎣
⎡

∂
∂−

∂
∂=

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

z
ze

y
zexyz2yx

zyx

kji
frot x

x22

rrr

r

 

         ( ) ( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤+ ky2
r

( )ky2yz

⎢⎣
⎡

∂
∂−

∂
∂+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂−+

∂
∂+ x

y
xyz2

x
jze

x
yx

z
2x22

r
 

         2jzeixy2 x
rrr

−++−=  
 
 

Propoziţia 2 
 Un câmp vectorial este câmp potenţial de clasă , dacă şi numai 2C
dacă rotorul său este identic nul. 
 

 
Intr-adevăr, dacă )( )M(f,E

r
 este câmp potenţial, atunci (  )∃

··3U → ∈⊂E: , U  astfel ca )E(C2 k
z
U

y
Ui

x
UUgraff

r
j
rrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂==  

+⎥⎦
⎤

∂∂
∂− i

yz
U2 r

⎢⎣
⎡

∂∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

zy
U

z
U

y
U

x
U

zyx

kji
frot

2

rrr

r
0k

xy
U2

=⎥⎦
⎤

∂

r

∇

yx
Uj

zx
U

xz
U 222

⎢⎣
⎡

∂
∂−

∂∂
∂+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂∂
∂−

∂∂
∂ r

 

 
deoarece derivatele parţiale mixte sunt egale. 
 
In teoria câmpurilor se foloseşte operatorul 

r
 (nabla) ca un vector 

simbolic, definit prin 

k
z

j
y

i
xz

,
y

,
x

rrrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇  (6.10) 

 
Cele trei operaţii posibile cu vectorii din  conduc la următoarele 
rezultate: 

3⌫

 
- Inmulţirea cu scalari: Dacă ·· →3f ⊂E: E(Cf 1∈ f∇, , se notează )

r
 

operaţia de inmulţire cu scalari obţinându-se 
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fgrad=
z
f,

y
f,

x
ff

z
,

y
,

x
f ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇

r
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ffgrad ∇=
r

 (6.11)

 

- Produsul scalar: Dacă , 33 ⌫· → fE:f ⊂
→

[ ]321 f,f,f=
r

, )E(Cf 1∈
r

, atunci 

notând f,
rr

 produsul scalar în cauză, se deduce ∇

( ) =321 f,f,f⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇ ,

z
,

y
,

x
f,
rr

ffdiv
z
f

y
f

x
f 321

r rr
∇==

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

ffdiv
r rr

∇=  (6.12)

 
- Produsul vectorial: Dacă notăm f

rr
×∇  produsul vectorial al vectorului 

simbolic ∇
r

 cu f
r

, obţinem: 

frot
z

k

3

r

fff
yx

ji
f

21

rrr

rr
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=×∇

ffrot

 

deci 
r rr

×∇=  (6.13)

 
 

5.7. Exerciţii rezolvate 
 
 
1) Să se determine unghiul format de gradientele funcţiei 

·· →2f ⊂E: ,
x
yln)y, =x(f  în punctele ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

4
1,

2
1A  şi ( )1,1B  

j
y
1i

x
1j

y
fi

x
f)y,x(fgrad

rr r r
+−=

∂
∂+

∂
∂=  

j4i2
4
1,

2
1fgrad

r r
+−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

ji)1,1(fgrad
r r
+−=  

 
Ştim că unghiul dintre aceşti doi vectori se determină din 

( )

( ) 10
3

1,
=

1fgrad
4
1,

2
1fgrad

1,1fgrad,
4
1,

2
1fgrad

cos
⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=α  
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{ } 2)0 ⌫→
2) Să se calculeze divergenţa şi rotorul câmpului determinat de funcţia 

2 ,0(\:f ·
r

 

j
yx

y
22

i
yx

x)y,x(f
22

rrr

+
−

+
=  

⎟⎟
⎠

⎞

+ 22 yx
y

⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+∂
∂=

22 yyx
x

x
)y,x(fdiv

r

322

22

)yx
xy

+

−

(
=  

0
y

y
zy

k

2+

∂
∂

r

xyx
x
x

ji
)y,x(frot

222

−

+

∂
∂

∂
∂=

rr

r
 

 

k
)y

xy2
32x(

)y,x(frot
2

rr

+
−=  

 
 
3) Fie un corp de masă m situat în punctul ; conform cu 
legea atracţiei newtoniene, forţa de atracţie exercitată de acest corp 
asupra unui alt corp având masa unitate situată în punctul ( )  va 
fi 

( 00 y,x ) 3
0z, ·∈

3z,y ·∈,x

⎥
⎥
⎦

⎤− k
r

zz
3

0
r

r
⎢
⎢
⎣

⎡
+

−
+

−
= j

r
yyi

r
xxkm)z,y,x(f 3

0
3

0
r

r
r

r
r

 

unde  
( ) ( )20

2
0

2 yyxxr +−+−= ( )20zz −
r

 
 
Să se arate că această forţă determină un câmp potenţial şi solenoidal. 
 
Este suficient să arătăm că rotorul şi divergenţa câmpului sunt nule. 

=

−
∂
∂

3
0

r
zz

z

k

r

r

−−
∂
∂

∂
∂=

3
0

3
0 km

r
yy

km
r

xx
km

yx

ji
)z,y,x(frot

rr

rr

r
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+
⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎟
⎠

⎞− i
r

y
3

0
r

r
⎢
⎢
⎣

⎡
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
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y
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⎥
⎥
⎦
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⎠

⎞−
j

r
z
3

0
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⎢
⎣

⎡
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂ z

xr
xx

z
km 3

0
r  

0k0j =+
rr

0i0k
r

xx
yr

yy
x

km 3
0

3
0 +=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂+

rr
rr  

 

0z
3

0 =
⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎟
⎠

⎞

r
z

zr
yy

yr
xx

x
kmfdiv 3

0
3

0

⎢
⎢
⎣

⎡
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂= rrr

r
 

 
 
4) Pentru funcţia 33 ⌫· →E:f ⊂

r
, )E(Cf 2∈
r

 să se arate că are loc 
egalitatea. 

f)fdiv(grad)frot(rot
rr r

Δ−=  
 

321 fff
zyx

kji
frot

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

r r r

r
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x
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z
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⎠
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∂
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∂
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∂+⎥⎦
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( ) [ ] ( ) ffdivgradkfjfifkfdiv
z 321

rrrrrr rr
Δ−=Δ+Δ+Δ−

∂
∂+  

 
 
5) Pentru funcţia ·· →3f ⊂E: , )  să se arate că  E(Cf 2∈

2)fgrad(ff)fgradf(div +Δ⋅=⋅  
 

⎥⎦
⎤

∂
∂+ k
z
fj
rr

⎢⎣
⎡

∂
∂+

∂
∂=⋅

y
fi

x
fffgradf
r
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⎠
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⎝
⎛

∂
∂⋅
z
ff
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∂+⎟
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⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂⋅

∂
∂=⋅

zy
ff

yx
ff

x
fgradfdiv  

=
∂
∂+ 2

2

z
ff⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂+

∂
∂+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂+

∂
∂+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂=

2

2

22

2

22

z
f

y
ff

y
f

x
ff

x
f  

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂+

2

z
ff  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

22

2

2

2

2

2

2

y
f

x
f

z
f

y
f

x
f

( )2fgradff +Δ=  
 
 
6) Să se verifice egalităţile: 

ugradvvgradu)uv(grad +=  

fdivuugradf)fu(div
rrr

+=  

fugradfrotu)fu(rot
rrr

×

grotf

+=  

frotg)gf(div
rrrrr r

−=×  
 
unde  ··3u )E(Cv 1∈

3·

→ ,u⊂E:v, ,  
3⌫→E:g,f ⊂

rr
, )E(Cg 1∈,f

rr
 

 
Identităţile se verifică prin calcul direct. 
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CAPITOLUL VI 
 
 

DIFERENŢIALA FUNCŢIILOR VECTORIALE 
 
 
 
 

6.1. Diferenţiala unei funcţii reale de o variabilă reală 
 
 
Noţiunea de diferenţială a unei funcţii într-un punct a apărut din 
necesitatea de aproximare a funcţiei în acel punct. 
 
Să considerăm funcţia [ ] →⊂ xb,a:f , )b,a(0 ∈  şi o vecinătate a lui 

 . 0x , x(V [ ]b,a)0 ⊂
 

 

Definiţie:  
Spunem că funcţia f este diferenţiabilă în punctul x0, dacă 

există un număr 

 133

∈c  şi o funcţie ω →)x(V: 0

0x )x(Vx 0

, continuă şi nulă 
în  astfel încât pentru orice ∈  creşterea funcţiei, 

, corespunzătoare creşterii )x0(f)x − 0xx(f −  a variabilei 
independente să se exprime prin 
           )xx)(x()xx(c)x(f)x(f 000 − + ω −=−  

 

(1.1)

 
Deoarece funcţia  este continuă şi nulă în punctul , avem ω 0x

0)x( 0 =ω)x(lim
xx 0

=ω
→

 (1.2)
 
 

Definiţie:  
Funcţia f este diferenţiabilă pe intervalul ⊂)b,a( , dacă este 

diferenţiabilă în orice punct )b,a(x∈ . 
 

 
 

Propoziţie:  
)b,a(0xFuncţia f este diferenţiabilă în punctul ∈  dacă şi 

numai dacă este derivabilă în acest punct. 
 

 
Demonstraţie: 

""⇒ 0x )x(Vx 0∈  avem  Dacă f este diferenţiabilă în  atunci pentru )(∀  
x()xx(c)x(f)x(f 00 )xx)( 0  −ω+−=−
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0)x( 0 =ω . 

ru 0xx ≠  putem scrie  

unde )x(lim
xx 0

=ω
→

 
Pent

)x(c(f)x(f
ω+

−  
xx

)x
0

0 =
−

 
i prin trecere la limită avem  ş

)x(limc)x(f)x(flim 0 ω+=
−

xx 00 xx0xx − →→
 

adică 

c
x

)x(f

0

0
xx 0

=
−
−

→
 

 
eci f este de i c)x(f 0

x
)x(flim

d rivabilă în 0x  ş =′ . 

"⇐  Reciproc, să presupunem că f este derivabilă în 0x . Înseamnă că 
 
"

)x(f)x(f)x(f 0 ′=
−  

xx
lim 0

0xx 0 −→

 
efin [ ]D im funcţia →b,  astfel ω a:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ − x,)x(f

=

≠′−
−=ω

0

00
0

0

xx,0

x)x(f
xx

)x(f
)x(  (1.3) 

 
utem afirma că această funcţie este continuă ă în 0x , deoarece P  şi nul

)x(0)x(f)x(f)x(flim)x(lim 0 ω==
⎤⎡ ′−

−
=ω  

xx 00
0xxxx 00

⎥
⎦

⎢
⎣ −→→

 
in definiţia ţiei ω  rezultă 0xx ≠(1.3) a func  că pentru D  avem 

)xx)(x()xx)(x(f)x(f)x(f 0000 −ω+−′=−  
 

ceastă egalitate este adevărată 0xxA şi pentru = , deci funcţia f  este 
diferenţiabilă în punctul 0x . 
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Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Din demonstraţia acestei propoziţii, rezultă că funcţia f este 
diferenţiabilă în ( )b,a0 ∈ )x(Vx 0∈

)xx)( 0

x  dacă şi numai dacă pentru orice  
avem 

x()xx)(x(f)x(f)x(f 000 −ω+−′=−  (1.4)
0)x( 0)x(lim

xx 0

=ω

[ ] )xx() 0

=ω
→

 unde 

 
2) Propoziţia precedentă afirmă că noţiunile de derivabilitate şi 
diferenţiabilitate sunt echivalente, în sensul că dacă funcţia are una dintre 
proprietăţi, atunci are şi celalată proprietate. 
 
3) Egalitatea (1.4) se poate scrie 

x()x(f)x(f)x(f 00 −ω+′=−  
 
şi avem  

[ ] )x(f 0′)x()x(flim 0xx 0

=

x

ω+′
→

 

 
Prin urmare, pentru valori ale lui  suficient de apropiate de , avem 0x

)x(f) 0′≈x()x(f 0 ω+′  (1.5)
 
deci creşterea f(x) – f(x0) a funcţiei f corespunzătoare creşterii x-x0 a 
variabilei independente poate fi aproximată cu primul termen din (1.4). 

 135

)xx)(x(f)x(f)x(f 000 −′≈−  (1.6)
 
pentru  0xx ≈
 
Notăm cu h creşterea de la x0 la x  a variabilei independente, h . 
Atunci pentru 

0xx −=
h suficient de mic şi )x(Vhxx 00 + ∈=  avem 

h)x(f)x(f)hx(f 000 ′  (1.7)≈−+

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Definiţie:  
Funcţia liniară notată df(x0) care asociază unui număr ∈h , 

numărul ∈⋅h)0′ x(f  se numeşte diferenţiala funcţiei f în punctul x0 
şi este definită de: 

h)x(f 0′=)h)(x(df 0  (1.8)
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Trebuie observat că, în timp ce derivata funcţiei f în x0 este un număr, 
∈′ )x( 0f , diferenţiala funcţiei f în x0 este o funcţie liniară definită pentru 

orice ∈h . 

 
-Figura 1- 

 
Graficul diferenţialei  este o dreaptă ce trece prin origine şi are 
coeficientul unghiular 

)x(df 0

)x(f) 0(tg ′=
))x(f,x 00

)x(f)h 0−
)h)(x(df 0

)h)(x(df 0

)b,a(x∈
h

α . Această dreaptă este în mod evident 
paralelă cu tangenta în punctul  la graficul funcţiei f (Fig. 1). (M0

 
De aici rezultă interpretarea geometrică a diferenţialei. Avem: 

x(fMN 0 +=  
NP =  
 
Relaţia de aproximare 

)x(f)hx(f 00 ≈−+  (1.9) 
 
exprimă faptul că segmentul PM poate fi făcut oricât de mic, dacă se ia 
creşterea h suficient de mică. 
 
Dacă funcţia f este diferenţiabilă pe intervalul (a,b), atunci diferenţiala ei 
într-un punct  este 
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)x(f) ′=h)(x(df ,  ∈h  (1.10) 
 
Fie funcţia identică →: ,ϕ  x)x( =ϕ . Cum 1)x( =ϕ′ , diferenţiala ei pe 
(a,b) este 

h)h)( =x(dϕ ,   ∈h  (1.11) 
 

ϕ  în punctul , avem: 0xDacă folosim diferenţialele funcţiilor f şi 
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h
h)x(f 0

/
/

)h)(x(d
)h)(x(df

0

0 ′
=

ϕ
 

)x(f
)
)

0′=

)b,a(x

h)(x(d
h)(x(df

0

0

ϕ
 (1.12)

 
∈  relaţia (1.12) se scrie simplu Pentru un punct arbitrar 

)x(f
)x
)x ′=

x)x(

(d
(df
ϕ

 (1.13)

 
Pentru diferenţiala funcţiei identice =ϕ  se foloseşte notaţia dx şi se 
numeşte diferenţiala lui , iar (1.13) devine x

)x(f)x ′=

dx)x(f ′=

dx
(df  (1.14)

 
de unde se deduce 

)x(df  (1.15)

adică diferenţiala funcţiei f este produsul dintre derivata sa şi diferenţiala 
lui x. 
 
Pentru simplitate, se foloseşte şi notaţia 

dxf ⋅′=df  (1.16)
 
 

6.2. Diferenţiala unei funcţii reale de n variabile reale 
 
 
Prin analogie cu cazul unei funcţii →:f  vom introduce noţiunea de 
diferenţiabilitate pentru o funcţie de mai multe variabile. 
 

Fie funcţia →n
o

n0 E)x ∈
)x( 0 ⊂

⊂E:f

0x ,
, un punct  şi o 

vecinătate a lui  EV . 
02010 ,...,x,x(x =

 
Definiţie:  

Spunem că funcţia f este diferenţiabilă Fréchet în x0, dacă 
există o aplicaţie liniară →⊂λ nE:  şi o funcţie →⊂ω E)x(V: 0  
astfel ca: 
a) funcţia ω  este continuă şi nulă în , adică 0x )x(lim

xx 0

= 0)x( 0 =ωω
→

 

b) pentru orice  avem 
 

)x(Vx 0∈

000 xx)x()xx()x(f)x(f −ω+−λ=−        (2.1) 
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Cum aplicaţia liniară →n

=

⊂λ E:  se defineşte prin 

∑
=

n

1k
kk xc( ,λ )x    ∈kc  (2.2) 

 
condiţia (2.1) se poate scrie 

0xx)x −k0k
1k

k0 ()xx(c)x(f)x(f ω+−=− ∑
=

 (2.3) 

 
Dacă notăm , vector constant şi facem observaţia că n

n )c ∈21 ,...c,c(c =

∑
=

=−
n

1k
k0 (cxx, − k0k )xxc  (2.4) 

 
atunci condiţia (2.1) se poate exprima şi sub forma 
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0xx)x −00 (xx,c)x(f)x(f ω+−=−  (2.5) 
 
Relaţiile (2.1), (2.3) şi (2.5) dau creşterea f(x) – f(x0) a funcţiei f 
corespunzătoare creşterii x – x0 a variabilei independente. 
 
 

Definiţie:  
Spunem că funcţia →n⊂E:f  este diferenţiabilă Fréchet 

pe mulţimea deschisă E, dacă ea este diferenţiabilă Fréchet în 
fiecare punct al acestei mulţimi. 
 

 
 
Proprietăţii ale funcţiilor diferenţiabile Fréchet 
 
 

1) Fie funcţia 
o

0 Ex ∈→nf ,⊂E:  şi . 
 

 Dacă funcţia f este diferenţiabilă Fréchet în punctul x0, atunci ea 

admite derivate parţiale în acest punct şi kc0
k

)x(
x
f =

∂
∂  pentru . n,1k =

 
Astfel putem spune că vectorul constant  nc ∈

)x(fgrad 0c =  (2.6) 
 
iar condiţia (2.5) se scrie 

0xx)x −
sau 

000 (xx),x(fgrad)x(f)x(f ω+−=−  (2.7) 
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0xx)x −  (2.8)
n

1k
k0k0

k
0 ()xx)(x(

x
f)x(f)x(f ω+−

∂
∂=− ∑

=

 
emonstraţie:D  

ferenţiabilă Fréchet în 0x , atunci pentru orice )x(Vx 0∈  Dacă f este di
putem scrie 
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0xx)x(xx,c −ω+−  
 

0)x( 0

0 )x(f)x(f =− 0

unde )x(lim
xx 0

=ω  

ie 

=ω
→

 

F ∈h ,  astfel încât ehxx 0 +=
→

)x(V 0k ∈ 1ek =
→

 

Relaţia precedentă se scrie 
→→

+ω+ kk0k0k0 eh)ehx(

 
au 

→→
=−+ eh,c)x(f)ehx(f  

s

)ehx k0k0k0

→→
+ω+=−+  

 
acă calculăm limita 

(hhc)x(f)ehx(f

D

⎥⎦
⎤+

→

→→
)ehx(

h
h

clim
h

lim k0k0h
0k0

0h
 

 
bţinem 

⎢⎣
⎡ ω+=

−+
→

)x(f)ehx(f

o

h
)x,...,x,...,x(f)x,...,hx,...,x(flimc n0k001n0k001

0hk =
−+ )x(

x
f

0
k∂

∂=
→

 

 
orolar:C  Dacă funcţia f este diferenţiabilă Fréchet pe mulţimea deschisă 

bservaţie

E, atunci ea are derivate parţiale pe această mulţime. 
 
O :--------------------------------------------------------------------------------- 

e exem

Reciproca nu este totdeauna adevărată. 
 
D plu funcţia →2:f  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ 0xy

=
≠

+=
)0,0()y,x(
)0,()y,x(

,
,

0
yx)y,x(f 22  

are derivate parţiale în origine, dar nu este diferenţială Fréchet în acest 
punct. 
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Într-adevăr,  

 rezultă 0)0 =  ⇒  ,x(
x
f

∂
∂ 0)0,0( =

x
f

∂
∂din 0)0,x(f =  

)y,0( =din  rezultă 0f 0)y =  ⇒  ,0(
y
f

∂
∂ )0,0(

y
f =

∂
0∂  

prin urmare funcţia are derivate parţiale în origine. 
 

igine, este suficient să 
rătăm că ea nu poate fi pusă sub forma (2.8) 

Pentru a demonstra că f nu este diferenţiabilă în or
a
 
Pentru )0,0()y,x( ≠  avem 
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=−
+

0
y

=
x

)0,0(f− xy)y,x(f
22

+−
∂
∂+−

∂
∂ )0y)(  0,0(

y
f)0x)(0,0(

x
f

444 3
)0,0(

2)0y( −+  

 
În cazul acesta avem 

444 21
)y,x(

2
22 )0x(

yx
xy

−

−
+

+

22 yx
)y,x(

+
=ω  xy

 
dar această funcţie nu este continuă în origine deoarece nu are limită în 
cest punct. 

--------------------------------------------------------------

a

------------------ ----------  
 
 

 2) Dacă funcţia →  este diferenţiabilă Fréchet în ⊂E:f n

o
în acest 0 Ex ∈ , atunci ea este co punct. ntinuă 

 

 
emonstraţieD  

erenţiabilă  
o

0 Ex ∈ , atunci pen )x(Vx 0Dacă f este dif  Fréchet în tru orice ∈  
avem 

0
1k

k0k0
k

0 xx)x()xx)(x(
x

)x( −ω+−
∂

= ∑
=

 

 
)x( 0 =ω  

ăm 

n ff)x(f ∂−

unde 0)x(lim
xx 0

=ω
→

 
Calcul
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[ ] ⎢
⎣

⎡
+− k0k )xx

∂
∂= ∑

=
→→

n

1k
0

kxx0xx
)(x(

x
flim)x(f)x(flim

00

−
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] 0x0 =−  

 
)x(f) 0= , deci f este inuă în 0x . 

orolar:

x)x(ω

de unde x(flim
xx 0→

cont

 
C  Dacă funcţia f este diferenţiabilă Fréchet pe mulţimea deschisă 

eciproca nu este totdeauna adevărată. 

E, atunci ea este continuă pe această mulţime. 
 
R
 
 

 3) Dacă funcţia →n  are derivate parţiale de ordinul ⊂E:f
întâi (în raport cu toat ale) într-o vecinătete (din E) a e variabilele s

punctului 
o
Ex ∈  şi dacă aceste derivate sunt continue în x , atunci 0 0

funcţia f este diferenţiabilă Fréchet în 0x . 
 

 
Demonstraţie 

 punct )x(V)x,...,x(x n1Pentru fiecare  aplicăm formula lui Lagrange = ∈
funcţiei f de n variabile 

)xx()]x()x(
x
f[

)xx()x,...,x,,x

k0k

n

1k
k0

k

k0k
1k

n1kk1k0010

−ω+
∂
∂=

=−ξ

∑
=

=
+−

 (2.9)

 
 x(  cu 

,...,x()x(f)x(f
n

=− ∑

unde k ∈ξ )x, kk0 n,1k =  

r funcţiile 
 
ia

)x,...,
x n0k001

k
nk01

k
k ∂

x,...,x(
x
f)x,...,,...,x(f ∂

−ξ
∂

 (2.10)

 
unt continue i nule în 0x  deoarece ă x → k0k xx →  (pt 

∂
=ω

s ş dac 0x  atunci 
n,1k = ) prin urmare şi k0k x→ξ . De asemene ţiile  a, func

)x,...,x..,)x,...,,..., ,.x(
x
fx(

x
f

n0k001
k

nk01
k ∂

∂→ξ  
∂
∂

 
ind funcţii continue. 

xpresia (2.9) este o formă a condiţiei de diferenţiabilitate. 

fi
 
E
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orolar:C  Dacă derivatele parţiale ale funcţiei →n  există şi sunt 
nţiabilă Fréch

bservaţie

⊂E:f
continue pe mulţimea E, atunci f este difere et pe această 
mulţime. 
 
O :--------------------------------------------------------------------------------- 

eciproca nu este totdeauna adevărată căci există funcţii diferenţiabile 

e exem

 
R
într-un punct ale căror derivate parţiale să nu fie funcţii continue în acel 
punct. 
 
D plu funcţia →2:  f

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ + si)yx( 22

=
≠

+=
)0,0()y,x(
)0,0()y,x(

,
,

0
yx

1n
)y,x(f 22  

 
 Arătăm că funcţia f este diferenţiabilă Fré 2)0,0 ∈ , adică *) chet în (

pentru )0,0(V)y,x( ∈  putem scrie 

+−
∂
∂+− f)0x)(0,0)y,x(f

∂
∂=− )0y)(0,0(

y
(

x
f)0,0(f

2)0y( −  
(2.11) 

 
tr-adevăr, 

2)0x()y,x( +−ω+

În

0
x

x
1sin
=  

x
lim

0x
)0,0(f)0,x(flim)0,0(

x
f

2

0x0x
=

−
−=

∂
∂

→→

0
y

y
1sin
=  

 
r relaţia 

y
lim

0y
)0,0(f)y,0(flim)0,0(

y
f

2

0y0y
=

−
−=

∂
∂

→→

ia

⎪⎩

⎪⎧
⎨ =

≠
+

+
=ω

)0,0()y,x(
)0,0()y,x(

,
,

0
yx

1sinyx
)y,x( 22

22

 

 
ste continuă 2)0,0 ∈ . 

) Arătăm că derivatele parţ

e  şi nulă în (
 
 

** iale 
x
f

∂
∂  şi 

y
f

∂
∂  nu sunt funcţii continue în 

origine 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

22 yx
1
+2222

cos
yx

x
yx

1sinx2
x
f

+
−

+
=

∂
∂  

22 yx
1
+2222

cos
yx

y
yx

1siny2
y
f

+
−

+
=

∂
∂  

Aceste derivate parţiale nu au limită în origine şi deci cu atât mai mult nu 

sunt continue în origine deoarece funcţiile 
22 y

1
+
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x
sin  şi 

22 yx
1cos
+

 

nu au limită în acest punct. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

 4) Dacă funcţia →n⊂E:f  are derivate parţiale de ordinul 

întâi într-o vecinătate a punctului  (  şi dacă aceste derivate 
o

0 Ex ∈ ))x(V 0

sunt diferenţiabile în , atunci derivatele parţiale mixte există în   şi 0x 0x
sunt egale. (W. Young) 
 

)x( 0xx
f)x(

xx
f

ij

2

0
ji

2

∂∂
∂=

∂∂
∂ ji ≠  

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Proprietatea este valabilă şi pentru derivate parţiale de ordin superior.  
 
Dacă derivatele parţiale de ordin 1n −  există în  (pe E ) şi dacă 
acestea sunt diferenţiabile în  (pe E ), atunci există toate derivatele 
parţiale de ordin n  în  (pe E ), iar derivatele parţiale mixte, care diferă 
numai prin ordinea de derivare sunt egale în  (pe E ). 

)

0

x(V 0

x

0x

0x
f  în  exprimată prin relaţia (2.8) 0xCreşterea funcţiei 

0xx)x −
n

1k
k0k0

k
0 ()xx)(x(

x
f)x(f)x(f ω+−

∂
∂=− ∑

=

 

este dată de suma a doi termeni. Se observă că atunci când x → x0, 
primul termen tinde liniar către zero, iar al doilea termen tinde către 
această valoare mult mai rapid. Prin urmare, putem afirma că pentru 
valori x∈V(x0) foarte apropiate de x0, creşterea funcţiei f poate fi 
aproximată cu primul termen, adică 

∑
=

−
∂
∂≈−

1k
k0k0

k
0 )xx)(x(

x
f)x(f)x(f

n

 (2.12)

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Definiţie:  

Funcţia liniară ∑
= ∂

∂n

1k
0

k
)(x(

x
f − k0k )xx  se numeşte diferenţiala 

funcţiei f în 0x  şi se notează . Ea este o funcţie definită pe tot )x(df 0

spaţiul n
k0k xx deoarece diferenţele −  sunt definite prin orice 

∈

 144

kx , 

 

n,1=k . 

∑
=

−
∂
∂=

n

1k
k0k0

k
0 )xx)(x(

x
f)x)(x(df        2.13) 

 

 
Putem da o exprimare mai simplă a diferenţialei dacă notăm 

n
0x ∈−xh =  

∈k0h ,− x= kk x   n,1k =

∑
= ∂

=
n

1k
0 )h)(x(df ∂

k0
k

h)x(
x
f

Ex

 (2.14) 

 
Dacă f este diferenţiabilă Fréchet în orice punct al mulţimii deschise E, 
atunci diferenţiala într-un punct ∈  este 

∑
=

=
n

1k

)h)(x(df
∂
∂

k
k

h)x(
x
f  (2.15) 

 
Cu ajutorul funcţiilor 

→n

nx

ϕ j :  

n,1j =jx) =1j ,...,x(ϕ   
 
ale căror diferenţiale sunt 

∑
= ∂

ϕ∂
=ϕ

n

1k k

j
j (

x
)h)(x( = jk hh)xd  

jdx)h)( =

(2.16) 

dacă notăm , atunci diferenţiala funcţiiei f pe mulţimea E 
se scrie 

j x(dϕ

∑
= ∂

∂=
n

1k

)x(df k
k

dx)x(
x
f  (2.17) 

 
Dacă definim operatorul diferenţial de ordinul întâi 

∑=
n

k= ∂
∂

1
k

k
dx

x
d  (2.18) 
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atunci pentru expresia (2.17) a diferenţialei putem reţine scrierea formală 

fdx
x k

k
⎥
⎦

⎤
∂
∂df

n

1k
⎢
⎣

⎡
= ∑

=

 (2.19)

 
unde interpretăm (în mod formal) pe f∂  ca un produs “simbolic” între  şi 

. 
∂

f
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Fie →n⊂E:g,f , f şi g diferenţiabile Fréchet pe E (deschisă). 
 
Folosind definiţia (2.17) a diferenţialei, cu uşurinţă se pot pune în 
evidenţă următoarele reguli de diferenţiere. 

dgdf β+α)gf(d =β+α  unde βα ∈,
dgfdf ⋅+

 
g)gf(d ⋅=⋅  (2.20)

2g
dgfdf ⋅− 0)x(g

g
fd ⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   unde g ≠  pe E 

 
 

6.3. Diferenţiala unei funcţii vectoriale 
 
 

Fie funcţia , mn → fE:f ⊂ )f,...f( m1=  vectorul  şi 
o vecinătate . 

o

n0 E)x ∈010 ,...,x(x =
E∈)x(V 0

 
 

Definiţie:  
Funcţia f este diferenţiabilă Fréchet în x0 dacă există n vectori 

m
mkk2k 1k )c,...,c,c(c ∈= m

0 )x(V: →ω şi o funcţie vectorială  
continuă şi nulă în  astfel încât pentru orice 

 

0x )x(Vx 0∈  să avem: 

0

n

1k
k0kk0 xx)x()xx(c)x(f)x(f −ω+−=− ∑

=

       (3.1) 

 

 
Trebuie să observăm că (3.1) este o relaţie vectorială echivalentă cu n  
relaţii scalare 

0xx)x −i

n

1k
k0kik0ii ()xx(c)x(f)x(f ω+−=− ∑

=

 (3.2)

 
pentru m,1=

ik

i . 
 
În cazul de faţă numerele reale c  sunt 
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)x(
x
fcik = 0
k

i

∂
∂ ,   n,1k  ,  m,1 ==

E

mn →
))x(dfm

i  (3.3) 

 
Dacă această funcţie este diferenţiabilă Fréchet pe întreaga mulţime  
(deschisă), atunci diferenţiabila ei este o funcţie vectorială 

:)x(df  
),...,x(df()x(df 1=  

 
definită de relaţia vectorială 

∑
= ∂

∂=
n

1k

)x(df k
k

dx)x(
x
f  (3.4) 

 
sau de cele m  relaţii scalare 

m,1i,dx)x(
x
f)x(df

n

1k
k

k

i
i =

∂
∂

= ∑
=

 (3.5) 

 
Se arată că )df  există pe E x( ⇔   există pe E. )x(df),..., m

→ )f,...,f, m2
pm → )g,...,g p2

x(df1
 
Fie funcţiile vectoriale 

mF ⊂ f(f 1=nE:f ⊂ , , 
F:g ⊂ ,  ,g(g 1= , 

p ,h(h 1
n → )h,...,h p2E:fgh ⊂= o , =  

 

Fie de asemenea  şi  
o

0 Ex ∈ 0y =
o

0 F)x(f ∈
 
 

Propoziţie:  
Dacă funcţia f este diferenţiabilă Fréchet în  şi funcţia g este 0x

diferenţiabilă Fréchet în , atunci funcţia compusă h este diferenţiabilă 0y
Fréchet în  şi avem 0x

∑∑
== ∂
∂

=
∂
∂

=
n

1i

n

1k
k0

k
0 df)y(

f
g)x(dh i0

i
dx)x(

x
g    (3.6) 

 

 
Această relaţie exprimă proprietatea de invarianţă a diferenţialei faţă de 
operaţia de compunere a funcţiilor. 
 

 146

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

Demonstraţie: pentru simplitate, vom face demonstraţia numai pentru 
cazul funcţiilor de două variabile şi anume 

2F ⊂2E:f ⊂ → )f,f(f 21, =  

 147

→2g  
o

02 E)x, ∈
o

02 F)y, ∈

⊂F:

010 x(x =  

0100 y()x(fy ==  
 
De asemenea, pentru diferenţiabilitate, vom folosi o formulare echivalentă 
a definiţiei cunoscute. 
 
 

f  diferenţiabilă Fréchet în   şi  diferenţiabile Fréchet în 

 există funcţiile 

*) Din 0 1f 2f

0x  
)def(

⇒

x  ⇒

→⊂ωω E
(1 0

)x( 0

0= )x()x 02

V:2,1

(2

 cu proprietatea 
 şi )x0)x(lim 1xx 0

ω=ω
→

lim
x0x

=ω=ω
→

 astfel încât pentru orice 

 să putem scrie )x(Vx 0∈
 

+− )x011∂
∂

=− x)(x(
x
f)x(f)x(f 0

1

1
011

0xx)x −10220
2

1 ()xx)(x(
x
f

ω+−
∂
∂

+  
(3.6)

+− )xx 011∂
∂

=− )(x(
x
f)x(f)x(f 0

1

2
022 0xx)x −20220

2

2 ()xx)(x(
x
f

ω+−
∂
∂  

 
 

**) Din g diferenţiabilă Fréchet în   există funcţiile 
o
F∈

)def(

⇒0y
→⊂ F 0)y( 03 =ωω )y(*V:, 043  cu proprietatea )y(lim 3yy 0

ω=ω
→

y(*Vy 0

 şi 

 astfel încât pentru orice 0)0 = )y()y(lim 44yy 0

ω=ω
→

∈  să putem 

scrie 

+− )y011⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂

=− y()y()y(
y
g)y(g)y(g 30
1

0

)yy()y()x(
y
g

02240
2

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂

+  
(3.7)

 
***) Scriem creşterea funcţiei compuse h ţinând seama de rezultatele 
(3.6) şi (3.7) 

( ) ( ) =−=− ),x(fg)x(f),x(fg)x(h)x(h 01210 )x(f 02  
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( ) 0121 ygy,yg −= ( )
)7.3(

02y, = ( ) +)x(f 01  −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂ )x(f)y()y(
f
g

130
1

( )
)6.3(

02 )x( =  240
2

f)x(f)y()y(
f
g

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂

+

⎢
⎣

⎡
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂

= x)(x(
x
f)y()y(

f
g

0
1

1
30

1
+− )x011  

ω+−
∂
∂

+ 10220
2

1 )x()xx)(x(
x
f

⎢
⎣

⎡
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂

+

+⎥
⎦

⎤− 0xx

+− )x011  x)(x(
x
f)y()y(

f
g

0
1

2
40

2
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⎥
⎦

⎤− 0xx)  

 
rupând convenabil termenii, obţinem 

ω+−
∂
∂

+ 20220
2

2 x()xx)(x(
x
f

G

+⎢
⎡ ∂∂

=− )x(f)y(g)x(h)x(h 0
1

00 ( ) +−⎥
⎦

⎤
∂
∂

∂ 0110
1

2

2
xx)x(

x
f)

f
∂

0y(g
⎣ ∂∂ xf 11

( ) +− 022 x

[ ]0xx →  

(3.8) 

 
acă grupul termenilor ce tind la zero îl not

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+ 0
2

2
0

2
0

2

1
0

1
x)x(

x
f)y(

f
g)x(

x
f)y(

f
g

cândzerolatindcaretermenicugrup+

0xx) −x(ωD ăm  cum 

itat ţiei

o
E∈ . 

enea, in rezultatele obţinute anterior, avem 

0)x()x(lim 0xx
=ω=ω

→
 atunci (3.8) exprimă diferenţiabil  h  în 

 
e asem  d

0

punctul 0x

ea func

D

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎧

⎨

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂∂∂

)x(
x
f)y(

f
g)x(

x
f)y(

f
g)x(

x
h

xfxfx

0
2

2
0

2
0

2

1
0

1
0

2

12111  (3.9) 

 
acă funcţiile f şi g sunt diferenţiabile pe mulţimile deschise E respectiv 

∂
+

∂∂
=

∂
∂ )x(f)y(g)x(f)y(g)x(h

0
2

00
1

00

D
F , atunci funcţia compusă h este diferenţiabilă pe E şi relaţiile (3.9) se 
pot scrie simplu 
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2

2

2

1

2

2

x
f

f
g

x
f

f
g

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

2

1

12

1

1

11

x
f

f
g

x
h

x
f

f
g

x
h

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 (3.10)

 
Acestea precizează formula de calcul pentru derivatele parţiale ale 
funcţiei compuse h,  

[ ])x,x(f),x,x(fg)x,x(h 21221121 =  
 
De asemenea, diferenţiala funcţiei compuse f pe mulţimea E este 
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2
2

2 dx
x
f
⎟
⎠

⎞
∂
∂

22

1

1
1

1

2

21

1

1 f
g

x
f

f
gdx

x
f

f
g

x
f

f
gdh ⎜

⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=  (3.11)

 
sau simplu scris 

2
2

dx
x
h

∂
∂+1

1
dx

x
hdh

∂
∂=  (3.12)

 
Dacă în (3.11) grupăm termenii astfel: 

⎟
⎠

⎞
∂
∂

2
2

2 dx
x
f

⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂= 1

1

2

2
2

2

1
1

1

1

1
dx

x
f

f
gdx

x
fdx

x
f

f
gdh  

 
atunci obţinem 

2
2

1 df
f
g

∂
∂+

1
df

f
gdh
∂
∂=  (3.13)

 
Din (3.12) şi (3.13) reţinem  

2
2

dx
x
g

∂
∂+1

1
2

2
1

1
dx

x
gdf

f
gdf

f
gdh

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=  (3.14)

 
şi avem demonstrată proprietatea (3.6) de invarianţă a diferenţialei faţă 
de operaţia de compunere a funcţiilor. Totuşi trebuie să subliniem faptul 
că invarianţa diferenţialei este formală (spre deosebire de invarianţa 
diferenţiabilităţii faţă de operaţia de compunere a funcţiilor, care este una 
reală). Într-adevăr, dacă folosim notaţia completă a diferenţialei, avem: 

[ ]
+)x,x( 21∂

∂
= df

f
)x,x(f),x,x(fg)x,x(dh 1

1

212211
21

[ ]
)x,x(df

f
)x,x(f),x,x(fg

212
2

212211

∂
∂

+  
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Deci în egalitatea 21
1

dfdf
f
gdh
∂
∂= 1 2df

f1 )x,x( 212

2f
g

∂
∂+ ,  şi  sunt diferenţialele 

funcţiilor  şi f  definite pe E. 

df

)x,x( 21

 
Pe de altă parte, 

2
2

21 df
f

)f,f(
∂1

1

21
21

gdf
f

)f,f(g)f,f(dg ∂
+

∂
∂

=  

 

deci în egalitatea 21
1

dfdf
f
g

∂
∂+

∂
∂= 1 2df

1f 2 )f,f(g 21

2f
gdg ,  şi  sunt diferenţialele 

variabilelor  şi f  ale funcţiei . 

df

 
O altă proprietate de invarianţă prin operaţia de compunere a funcţiilor, 
este existenţa şi continuitatea derivatelor parţiale, aşa cum rezultă din 
următorul 
 
 

Corolar 
 Dacă funcţiile  şi  au derivate parţiale continue )x,x( 21f1 )x,x(f 212

pe , iar funcţia  are derivate parţiale continue pe F atunci funcţia E )f2,f(g 1

compusă 
  [ ])x,x(f),x,x(fg)x,x(h 21221121 =
 

are derivate parţiale continue pe . E
 

 
Într-adevăr, deoarece funcţiile ,  şi  au derivate 
parţiale continue, ele sunt diferenţiabile, deci şi continue. Atunci funcţia 
compusă este diferenţiabilă, deci are derivate parţiale date de formulele 

)x,x(f 211 )x,x( 21f2 )f,f(g 21

[ ]
+

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ 1

1

212211

1

21 f
f

)x,x(f),x,x(fg
x

)x,x(h

1

21

x
)x,x(  

[ ]
1

212

x
)x,x(f

∂2

212211

f
)x,x(f),x,x(fg ∂

∂
∂

+  

[ ]
+

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ 1

1

212211

2

21 f
f

)x,x(f),x,x(fg
x

)x,x(h

2

21

x
)x,x(  

[ ]
2

212

x
)x,x(f

∂

1f 2f

2

212211

f
)x,x(f),x,x(fg ∂

∂
∂

+  

 
Toate funcţiile din membrul drept sunt continue, fie prin ipoteză, cum sunt 
derivatele parţiale ale funcţiilor  şi , fie ca funcţii compuse de funcţii 
continue cum sunt  
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[ ]
1

21 )x,x2211

f
(f),x,x(fg

∂
∂  şi [ ]

2

211

f
f),x,x(fg

∂
212 )x,x(∂  
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Rezultă deci că 
1x

h
∂
∂  şi 

2x
h

∂
∂  sunt continue. 

În cazul general, când funcţia compusă , 
 este definită de 

pn →
)h,...,h p2

[ ])x(f),..., m
o

n E)x ∈
)g,...,g p2

E:fgh ⊂= o

,h(h 1=

x(f),x(fg)x(h 21=  (3.14)

cu   1,...,x(x =
,g(g 1=  

 
putem reţine formula de calcul a derivatelor parţiale pentru funcţii 
compuse, anume: 

∑
= ∂

∂
∂
∂=

∂
∂ m

1k j

k

kj

i

x
f

f
g

x
h  (3.15)

 
pentru p,1i =  şi n,1j = . 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

21

21

xsinx
xcosx

212

211

)x,x(f
)x,x(f
=
=

 Fie , , 22 →:f )f,f(f 21=

→2g , 3
121 y)y,y(g −=⊂F:  , 3

221 yyy +
 
Fie funcţia compusă →2:

[ ]
4342

2y

21 )x,x(
= fgh o ,  

143421
1

2

y

21221 f,)x,x(fg)x,x(h =  

 
Avem  

*) +
∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

1

1

11

2

21

1

11 x
f

y
g

x
f

f
g

x
f

f
g

x
h =

∂
∂

∂
∂

1

2

2 x
f

y
g

=2xsin)
+2(  
=2xsin)(  

22 xsinx

 

+−+−= 2
2122

2
1 y3y(xcos)yy3(

−= 212
22

1 xcos)xsinxxcosx3
+−+ 2

22
121 xsinx3xcosx

12
3

2
32

1 cosx2)xsinx(cosx3 −+=  
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**) +
∂
∂

∂
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∂
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∂
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∂

∂
∂=

∂
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1

12

2

22

1

12 x
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x
f
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x
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f
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x
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∂
∂

∂
∂

2

2

2 x
f

y
g

=21 xcos(  
+)xsin 2

=21 xcos(  
+)xcos 2

)xcos 2
2

 

+−+−−= 2
21212

2
1 x)y3y()xsinx)(yy3

−−= x)(xsinxxcosx3( 1212
22

1  
+−+ 2

22
121 x)xsinx3xcosx

−= x(sinxcosxsinx3 222
3
1  

x(sinx 2
22

1 −+  
---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

6.4. Diferenţiale de ordin superior 
 
 

Fie funcţia →nf  ⊂E: şi . 
o

0 Ex ∈
 
 

Definiţie:  
Spunem că funcţia f este diferenţială de n ori în punctul x0, 

dacă toate derivatele sale parţiale de ordin n-1 există într-o 
vecinătate a punctului , , şi dacă acestea sunt funcţii 0x )x(V 0

diferenţiabile în . 0x
 

 
De asemenea, spunem că f este de n  ori diferenţiabilă pe mulţimea 
deschisă E dacă este de n  ori diferenţiabilă în fiecare punct al acestei 
mulţimi. 
 
 

Propoziţia 1:  
Dacă funcţia f are toate derivatele parţiale de ordin n (într-o 

vecinătate  a lui , pe E) şi dacă aceste derivate parţiale sunt )x0(V 0x
continue (în , pe E), atunci f este de n ori diferenţiabilă (în  pe E) şi 0x 0x
diferenţiala sa este 

 )x(fdx
x

)x(fd
nn

1k
k

k

n
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂= ∑

=

         (4.1) 

 

 
unde puterile sunt simbolice. 
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0x

0x

Într-adevar, toate derivatele parţiale de ordin n-1 au derivate parţiale 
continue în  (pe E), deci toate derivatele parţiale de ordinul n-1 sunt 
diferenţiabile în  (pe E). 
 
Prin inducţie matematică, se obţine că diferenţiala de ordin n (în punctul 

) este  Ex∈

=ii n2
dx...dx

∂∂∂
∂= ∑∑ ∑

= = =

n

1i

n

1i

n

1i
i

iii

n
n

1 2 n

1

n21

dx
x...xx

)x(f...)x(fd )x(fdx
n

k ⎥
⎦

⎤
x

n

1k k
⎢
⎣

⎡
∂
∂∑

=

 

 
dacă se introduce operatorul diferenţial de ordin n 

n

k
k

dx
x ⎥

⎦

⎤
∂
∂n

1k

nd ⎢
⎣

⎡
= ∑

=

 (4.2)

 
unde puterea n este simbolică, adică: exponentul n înseamnă că se 
dezvoltă formal suma din paranteză după regula lui Newton; deci, 
operatorul de diferenţiere de ordin n  este, formal, puterea a n-a a 
operatorului de diferenţiere de ordinul întâi, 

∑=
n

k

d
= ∂

∂

1
k

k
dx

x

)x(fdn nd
x

)fd(d 1n−=

 

 
Expresia  înseamnă produsul formal dintre operatorul  şi funcţia 

. Dacă nu se mai pune în evidenţă variabila vectorială , avem )x(f
fdn  (4.3)

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Pentru două variabile x,y operatorul diferenţial de ordinul întâi este 

dy
y

dx
∂
∂+

x
d

∂
∂=  (4.4)

 
Atunci pentru o funcţie →2⊂E:f  avem 

dy
y
fdx

∂
∂+

x
fdf

∂
∂=  (4.5)

 
Diferenţiala de ordin doi va fi: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ dy
y
f+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+

∂
∂== ddx

x
fddy

y
fdx

x
fd)df(dfd2  

( )+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂=

=
321
0

dxd
y
fddx

x
f ( ) =+

=
321
0

dydd  
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∂∂
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fdx

yx
fdxdy
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( ) ( ) fdydx
x

dy
y

fdxdy
yx
f2dx

x
f

2
2

2

222
2

2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
+

∂
∂=

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂=  

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Fie funcţiile  

y
∂

mn FE: ⊂→⊂ , )f,...,f,f(f m21= , f
→⊂ mF:g , 

, [ ])x(f),..., m→n⊂= E:fgh o x()x(h 1fg=  

0x ∈
o
F)x(f ∈  

 
 

o
E , =0y 0

Propoziţia 2:  
Dacă funcţiia f este diferenţiabilă de dou  ori în 0x  (pe E) iar ă

funcţia g este diferenţiabilă de două ori într-o ătate a punctului  vecin
)x(fy0 =  (pe0  )E(fF = ) atunci funcţia compusă h este diferenţiabilă de 

două ori în 0x  (pe E) şi avem 

 ∑
= =

⎥
⎤

⎢⎣

∂
+

∂∂
=

m

1k 1j
k

2
jk

jk
fdgdfdf

ff
g         (4.6) ∑

⎥⎦
⎢
⎡

∂
∂m

k

2
2

f
hd

 

  
Demonstraţie: 

tr-adevăr, funcţia f fiind diferenţiabilă de două Ex∈ , 
e derivate parţiale de ordin întâi într-o vecină , E)x( ⊂  şi 

x re 

În  ori într-un punct 
x Var tate a lui 

acestea sunt diferenţiabile în . Rezultă că funcţia compusă h a
derivate parţiale de ordinul întâi în )x(V . 

( )∑
= ∂

∂
∂

∂=
∂
∂ m

1k i

k

ki x
f

f
)x(fg)x(

x
h    şi (4.7) 

∑
= ∂
∂=

m

1k

g)x(dh k
k

)x(df
f

)f(  

 
Cum în (4.7) toate funcţiile din membrul drept sunt diferen bile 
(prin ipoteză sau prin operaţia de compunere) rezultă c i funcţiile 

(4.8) 

în x  ţia
ă ş

)x(
xi∂

 sunt diferenţiabile în x , de unde deducem (conform Young) c  

funcţia h are derivate parţiale de ordinul doi în x , iar derivatele mixte sunt 
Atunci, 

h ă

egale. 

∂
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=⎥
⎦

⎤⎡ ∂
==

m
2 gd)dh(dhd ⎢
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=1k ∂ k

k
df

f
( ) =

⎤⎡ ∂
+⎟
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⎜
⎛ ∂m gg
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⎦
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dfd
f

df
f

d  

∑ ∑
= =⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂=

m

1k

m

1j
kj

kj
dfdf

f
g

f ⎥
⎥
⎦

⎤

∂
∂

k
2

k
fd

f
g  

de unde rezultă formula (4.6). 
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 

 
educe că h are derivate parţiale de ordinul întâ  0x , deci nu 

 
a) Dacă funcţia g este diferenţiabilă de două ori numai în 0y , putem
d i numai în
rezultă că h este diferenţiabilă de două ori în 0x . 
 
b) Formula (4.6) se poate scrie simbolic 

gfdgdfhd
m

k
2

2m

k
2

⎥
⎤

⎢
⎡ ∂+⎥

⎤
⎢
⎡ ∂= ∑∑  

ff 1k k1k k ⎦⎣ ∂⎦⎣ ∂ ==

(4.9)

 
c) Propoziţia rămâne valabilă şi pentru diferenţialele de ordinul n ale 

ncţiilor compuse. Astfel, prin inducţie se demonstrează că dacă f este fu
de n ori diferenţiabilă pe E, iar g este de n ori diferenţiabilă pe F=f(E), 
atunci funcţia compusă h este de n ori diferenţiabilă pe E. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Aplicaţie: Să se scrie ecuaţia lui Laplace în coordonate polare. 
Pentru →⊂ 2E:f , ecuaţia Laplace este 

0
y2  (4.10)ff 22

=∂∂
x2 ∂

+
∂

 

θ=
θ=

sinry
cosr

 (4.11)

 
Funcţia f ca funcţie de coordonatele polare 

x

θr  şi  poate fi privită ca 
ncţie compusă de forma 

Vom calcula df i d2f conform formulelor (3.14) şi (4.6). 

fu
[ ]),r(y),,r(xf θθ  (4.12)

 
ş
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*) dyfdxffdydxdf ∂+∂=⎟
⎞

⎜
⎛ ∂+∂=  

yxyx ∂∂⎠⎝ ∂∂

Cum  =θ
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+
∂
∂=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ

θ∂
∂+

∂
∂= ddr

r
xxddr

r
dx  

θθ− dsinr  

∂r

θ= drcos 
 

θθdcosrrsinyddr
r

 

 
Rezultă că 

+θ=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ

θ∂
∂+

∂
∂=dy d

=θθ∂ )dcosrdr(sin
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∂θ d
y
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De aici putem reţine 

⎜
⎝
⎛ +

∂
∂θ−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂θ+

∂
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∂
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∂
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y
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şi deducem că 
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fd2 yd,xd, 22 şi În expresia lui  înlocuim dy,dx  precum 
y
f,

x
f
∂
∂

∂
∂  conform 

 (4.13) şi obţinem
 

( θ∂= 2

2
2 drcosffd ) +θθ 2dsin−

∂
r

x
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∂
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fsin −θθ−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

θ∂
∂θ+

∂
∂θ+

rmenii după dr , ( )dθ θdrd . 
 

⎢
⎣

+
∂∂ 2

2

2 y
f

x
⎡ ∂θ+∂θ= 2

2
22 sinfcosfd ( )⎤θossin2 +⎥⎦∂∂

∂θ 22
dr

yx
fc  

⎢
⎣

⎡
+

∂
∂θ+ 2

2

2
22 r

x
fsinr −

∂
∂θ 2

2
2

y
fcos ( ) +⎥⎦

⎤
∂
∂−

∂∂
∂θθ 22

r
fr

yx
fcossin2  θd

⎢
⎣

⎡
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂θθ−+

2

x
cossinr2 +⎟⎟

⎠

⎞
∂
∂− 2

2

2 y
ff ( ) +

∂
∂θ
r
fossin4

yx
fsincosr2

2
22  θ−

∂∂
∂θ−θ c

( ) θ⎥⎦
⎤
θ∂
∂ drdf  

 
Putem reţine următoarele egalităţi 

θ−θ+ cossin
r
1 22

⎪
⎪
⎩

⎪⎪ ∂∂∂ yxr 222

⎨

∂
∂−

∂∂
∂θθ−

∂
∂θ+

∂
∂θ=

θ∂
∂

∂∂
∂θθ+∂θ+∂θ=∂

r
fr

yx
fcossin2

y
fcosr

x
fsinrf

yx
fcossin2fsinfcosf

2

2

2
22

2

2
22

2

2

22
2

2
2

2

 

 
de unde, cu uşurinţă, obţinem 

⎧

rrrryx 22222 ∂θ∂∂∂∂
 f1f1fff 2222 ∂+∂+∂=∂+

 
deci ecuaţia lui Laplace în coordonate polare este 

∂

 

0f1f1f 22
=∂+∂+∂  

rrrr 222 ∂θ∂∂
(4.14)
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6.5. Formula lui Taylor 

 

i
 
F e funcţia [ ]→b,a:f , deriva ( )b,a0bilă de n ori într-un punct x ∈ . 

ă că primele n-1 derivate exist  într-o întreagă 
e 0x . Pentru simplitate, vom pres  primele n-1 

tă pe întregu

[a

Aceasta înseamn
cinătate a lui 

ă
upune căv

derivate exis l interval (a,b). 
 
Pentru fiecare ]b,x ∈  definim polinomul 

n
0 )xx(

)
)xx(

!1
)x(f)x( −++−+−+=  (5.1)0

)n(
2

0
0

0
0

0n !n
x(f

...)xx(
)x(f)x(f ′′′

T
!2

 
Acesta poartă denumirea de polinomul lui Taylor de gradul n, ta a şat 
funcţiei f, în punctul x0. 

(5.2) 

)x(R) n+ , adică 

 
Dacă pentru fiecare [ ]b,ax ∈  notăm 

)x(T)x(f)x(R nn −=  
 
atunci 

x(T)x(f n=
 

)x(R)xx(
!n

)x(f
...

(
!2

)x(f
)xx

!1
)x(f

)x(f)x(f

n
n

0
0

)n(

2
0

00
0

+−++

+−
′′

)xx( 0 +
′

+=
 (5.3) 

−

 
Această egalitate valabilă [ ]b,ax  se numeşte formula lui  pentru orice ∈
Taylor de ordinul n, corespunz re funcţiei f, în punctul xătoa 0. Funcţia 

[ ]R →b,an  se numeşte dinul n: restul de or , al formulei lui Taylor. 
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 

funcţie de n
 
) nR  este o a  ori derivabilă în x  deoarece funcţia f ar0 e 

această proprietate, iar polinomul nT  este funcţie de n ori derivabilă pe 
,b). (a

 
Rezultă că Rn este funcţie continuă în x0. 
b) Din (5.3) pentru xx =  deducem 

x(
0

0)0n = , deci R
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0)x(R)x(Rlim 0nn ==  
xx 0→

 
(5.4)

c) Pentru valori ale lui x  suficient de e 0x , funcţia f poate fi 
aproximată de polinomul Taylor 

)x(T) n≈  (5.5)

------------------------------------

 apropiate d

x(f

 159

-------------------------------------------- ----------  
 
În cele ce urmează încercăm să găsim o formă pentru restul formulei lui 
Taylor. 
 
 

Propoziţie: 
 D ă funcţia [ ]ac →b,a  este de n+1 ori derivabil  pe ( )b,a  :f ă
atunci restul formulei Taylor are forma 

( ( ))
( )

 1n00
)1n(

!1n
xxxf +

+

+
−θ+

0n )xx() −=   (5.4) x(R

 
unde ( )1,0∈θ  
şi se numeşte restul lui Lagrange. 
 

 
Demonstraţie 
Pentru x  şi [ ]b,ax0 ∈  fixaţi şi ∈p  pentru rest considerăm forma 

k)x p
0 ⋅−  (5.5)

ăr care se schim
 

entr unctul x  ales, furmula lui Ta n  în punctul 0x  se 

x()x(Rn =
 
unde k este un num bă odată cu x  şi 0x . 

u p ylor de ordinul P
scrie: 

′′
+−

κ⋅−+−++

+−+=

p
0

n
0

0

200

)xx()xx(
!n

)x(f

)xx()xx(
1

)x(f)x(f
(5

 
Consider

′ )x(f)x(f

)n(

000

...

!2!  .6)

ăm funcţia [ ]→ϕ b,a  definită astfel :

κ⋅− p)tx(  (5.7)

Funcţia ϕ  este  pe 

+−++−
′′

+−
′

+=ϕ n
)n(

2 ()tx(
!n

)t(f...)tx(
!2
)t(f)tx(

!1
)t(f)t(f)t

 
( derivabilă )b,a  deoarece toate funcţiile din membrul 

drept au această proprietate. 
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Dacă ne refe  este func  
Rolle pe aces  )x(f)x0

ţie
t interval şi că )x( ( =ϕ=ϕ . 

. 

 
Putem aplica teorema lui Rolle pe acest interval, deci există un punct 

)x,x( 0∈ξ  astfel încât 0)( =ξϕ′
 
Dar 

−−
′′′

+
′

−−
′′

+′=ϕ′ 2)tx()t(f))tx()t(f)t( t(f)t(f
!2!1!1

−++
+

n
)1n(f...)t −−

′′
− )tx(

!n
)t(x(

!1
)t(f  

( )
κ⋅− −− 1p1n

)
)tx(p)tx(

!1n
)t( , deci 

 

−−
−

−
n(f

κ− −1p)tx(  

 
ia 0)( =ξϕ′  ne conduce la 

−−=ϕ′
+

n
)1n(

(p)tx(
!n

)t(f)t

condiţ  

01pn
)1n(

=κ⋅ξ−−ξ−ξ −
+

 

de unde 

)x(p)x(
!n

)(f

)(
p

ξ=κ  f
!n

)x( )1n(
1pn

⋅
ξ− +

+−

(5.8) 

 
Aş ul nR  se va scrie adar, rest

)(f )1n(
1

ξ+
+−

 (5.9) 

 
 particular, pentru p=n+1 se obţine restul lui Lagrange 

!np
)x()xx()x(R

pnp
0

n ⋅
ξ−−

=

În
1n

)1n(
)x(f)x(R +

+

−ξ=  0n x(
)!1n(
)

+
 

( )x,x0∈ξ x( ( )1,0Deoarece , putem scrie x0 )x0−θ+=ξ  cu θ∈ , şi 
formula Taylor de ordinul n este 

( ) 1n
0

0 )xx(
)!1n(

xf +−
+
+

+ 0
)1n(

n
0

0
)n(

0
0

0

)xx(

)xx(
!n

)x(f
..xx(

!1
)x(f

)x(f)x(f

+ −θ

+−++−
′

+=
 (5.10) 

)
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Putem observa că dacă scriem formula Taylor (5.10) cu restul de ordinul 
zero, obţinem formula creşterilor finite a lui Lagrange pe in [ ]
adică 

( ) )xx() 0

x,x0 , tervalul 

xx(xf)x(f)x(f 000 −−θ+′=−  (5.11)

c

 
Formula lui Taylor poate fi definită şi pentru funcţii de mai multe variabile 
 

Fie de i o funcţie →  şi 010 ,...,x(x =⊂E:f
ţia f este de n

n
o

n0 E)x ∈  Vom presupune 
că func  ori diferenţiabil  în 0x

 la ordinul n
ă . În acest caz, f are toate 

erivatele parţiale pânăd  inclusiv în 0

care variabilele în raport cu care se derivează intervin de acelaşi număr 
x  iar derivatele mixte, în 

e ori, sunt egale în x0d . 

E∈  polinomul Taylor de gradul n ataş
 
În fiecare punct x at funcţiei f în x0 
este 

( )( ) ( )( )

( )
n

k0xx
x
f

!n
1... ⎥

⎤
⎢
⎡

−
∂
∂++ ∑ )(

n

1k
k0

k

1k k

x

x!2

2n

k0k0

n

1k
k0k0

k
0n xxxf1xxx

x
f

!1
1

⎦⎣

⎦⎣⎦

=

=  (5.12)
)x(f)x(T +⎥

⎤
⎢
⎡

−
∂
∂+⎥

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂+= ∑∑

=

unde puterile sunt simbolice. 
 
Exemplu: ---------------------------------------------------------------------------
Pentru n=2 avem 

-------- 

)
n

k0x ⎥
⎦

⎤
− ,  ( )( ) ++⎥

⎦

⎤ ...x k0⎢
⎡

−∂+= ∑ xxf1)x(f)x(T
2

k00n ( )(
2

1k
k0

k
xx

x
f

!n
1
⎢
⎣

⎡
∂
∂∑

=⎣ ∂= x!1 1k k

 
deci  

( )( ) +
⎣

−
∂ 0110

1
xxx

x
f

!1 ⎢
⎡+= 0n

1 ∂)x(f)x(T

( )( ) ( )(⎢
⎣

⎡
∂
∂+⎥⎦

⎤−
∂
∂+ 102

1

2

0220
2

xx
x

f
!2

1xxx
x
f ) +− 2

01x  

( )( )( ) ( )( −
∂
∂+−−

∂∂
) +⎥
⎦

⎤2
02202

2

2

0220110
21

2
xxx

x
fxxxxx

xx
f2  ∂+

( )( ) (∑
=

−
−

∂∂
∂++

n

0k
2

k
0110kn

2
k
1

n
k
n xxxx

xx
fC

!n
1... ) −− kn

02x  
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Cum pentru creş k0k xx −  expresia ( )∑
= ∂

∂n

1k
0

k

x
x
fteri mici ( )− k0k xx  am 

numit-o diferenţ din întâi a fu iei f în x , iala de or ncţ 0

( )( xxx
x
fn

) )x(df 0k0k0 =−
∂
∂∑  

1k k=

 
polinomul Taylor (5.12) se mai poate scrie 
 

)x(fd
!n

1
!2

1)x(df
!1
1)x(fd)x(T 0

n
0

2
00

0
n ++++=  

dică 

...)x(fd

a

∑=
n

k )x(fd1)x(T  
=0k

0n !k
(5.13) 

unde )x(fd0 x(f) 00 = . 
------------------------------------------------------------------------------------  

 
 Ex∈ , funcţia f poate fi dată de egalitatea 

)x(R) n+  (5.14) 

---------

Pentru orice
x(T)x(f n=

 
numită formula lui Taylor de ordinul n corespunzătoare funcţiei f în x0, iar 

ncţia →⊂ nE:R  este restul de ordinul n al formulei lui Taylorn . fu
 
Se poate observa că ţia nR  este continuă ş  

0)x( = , prin urmare, pentru valori ale lui  suficient de 

)

 func i nulă
x

în 0x , 
R)x(Rlim =

e de 

0nnxx 0→

apropiat )x(Tx n≈ . 0x , (f
 
 

Propoziţia 1:  
→⊂ nE:  este de n+1 ori diferenţiabilă într-o Dacă funcţia f

vecinătate )V 0 Ex( ⊂ , atunci pentru orice Ex  există un punct ∈
)xV 0∈  situat pe segmentul [ ]x,0  astfel încât să avem x(),...,(ξ n1 ξξ=

( )(
n

1k
k

k
)

1n

k0xx
x
f

)!
1

=
⎥
⎤

⎢
⎣

⎡
−ξ

∂
∂∑      (5.15) 

1n( ⎦+

+

n )x(R =

 

 

)(fd 1n ξ+  (5.1adică 
)!1n(

1)x(Rn +
= 6) 

Acesta este restul lui Lagrange. 
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Formula lui Taylor se scrie 

)(fd
)!

1
n

0k
0

k ξ
+

+
=
∑  

1n(
1)x(fd

!k
1)x(f n= + (5.17)

 

Fie →⊂ nE:f , 
o

0 Ex ∈  
 
 

Propoziţia 2:  
Dacă funcţia f are derivate parţ ul n  continue în iale de ordin

V E)x( 0 ⊂ , atunci restul de ordinul n

 163

 al formulei lui Taylor se poate pune 
sub forma: 

n x(
!n

1)x(R ω= n
0xx) −        (5.18) 

 

unde funcţia →⊂ω nE:  este continuă şi nulă în 0x . 
 

ie:Demonstraţ  pentru simplitate, demonstraţia o facem numai pentru 
cazul n=2. 
 
Deoarece f are derivate parţiale de ordinul n  co )x(V 0 , atunci 

iabilă de iţiei 1, restul de 
ntinue în 

ea este difere i în )x(V 0  şi conform propoznţ n  or
ordinul n-1 al formulei Taylor, sub forma dată de Lagrange, este 
 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )∑
=

−
−

−

−−ξ
∂∂
∂=

⎦
⎢
⎣ ∂∂

n

0k

kn
022

k
011kn

2
k
1

n
k
n

022
2

011
1

1n

xxxx
xx
fC

!n
1

xx!n
 (5.19)

=⎥
⎤⎡ −ξ∂+−ξ∂=

n

xxfxxf1)x(R

x(V) 0∈  
)x(V) 0∈  

= ; )x,x( 202

 
unde )x,x(x 21=

,( 21 ξξ=ξ
 )x,x( 101 21ξ =ξ

cum  )x(
x
f

0kn
2

n

−∂
 

din cauza continuităţii acestor derivate, putem scrie 
 

x
)(

xx
flim k

1
kn

2
k
1

n

x0
−→ξ ∂

∂=ξ
∂∂
∂

 

)x()f
k0kn

2
k
1

n

kn
2

n
ω+

∂∂
∂=ξ∂

−−
 (5.20)x(

xx
f)(

xxk
1∂∂
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n,1k =  unde 0)x()x(lim 0kk =ω=ω , 
xx 0→

Atunci avem: 

( )( ) (∑
=

−− −
∂∂
∂=

n

0k
2

k
0110kn

2
k
1

n
k
n1n xxxx

xx
fC

!n
1)x( ) −− kn

02xR  

( )( ) ( ) −−ω kn
022

k
011

k xxxxC

 
Rezultă că 

∑ −+
n

x1  
=0k

kn!n

( )( ) ( ) =− −kn
02x−ω= ∑

=

n

0k
2

k
011k

k
nn xxxxC

!n
1)x(R ( ) n

0xx −  

 
nde am notat 

x
!n

1ω

u

∑
=

−ω
−

=ω
n

0k
2

k
011k

k
nn

0

x()xx)(x(C
xx
1)x −− kn

02 )x (5.21) 

 
eoarece 

(  

D
 

∑∑
=

−k

=

ω=−⋅⋅−⋅ω
−

≤ω<
n

0k
k

k
n

n
0

n

0k

k
0k

k
nn

0

)x(Cxxxx)x(C
xx
1)x(0

0x  

putem spune că  
 

0)x( 0 =ω  

d  funcţia ω  este continuă ă în 0x . 

m , 
o

0 Ex ∈  formula lui Taylor de ordinul n  
oresp  

Rn (5.22) 

orială m

→ 0   

 
pentru x →
 

)x(lim
x

=ω
→x 0

 
a ică  şi nul
 

Pentru o funcţie E:f
unzătoare funcţ

n →
iei f în 0x ,
⊂

c
 

)x()x(T)x(f +=  n

 
va fi o relaţie vect ă cu  echivalent  relaţii scalare 
 

) , x(R) ni+x(T)x(f nii = m,1i =  (5.23) 
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6.6. Funcţii implicite 

 
 
Fie mulţimea 1nBAE + , unde nA ⊂  şi ⊂×= ⊂B , şi fie funcţia 

→⊂ +1nE:F . 
 
Pentru A)xn,...,x,x(x 21 ∈=  şi y B∈ , fie ecuaţia 

 (6.1)0)y,x,...,x,x(F n21 =

0)y,x(F =

 
sau folosind o scriere mai simplă,  

 (6.2)
 
 

Definiţie:

 165

  
Funcţia ⊂→⊂ BA:f n  este soluţie pe mulţimea A în 

raport cu variabila y a ecuaţiei (6.1), dacă: 
    (6.3) 0))x,...,x(f,x,...,x(F n1n1 =

pentru orice A)xn,...,x( 1 ∈ . 
 

 
Dacă soluţia este unică, atunci spunem că funcţia )x,...,x n1(fy =  este 
definită implicit de relaţia (6.1). 
 
Ecuaţia (6.1) o numim ecuaţie implicită. 
 
În continuare, ne punem problema condiţiilor în care ecuaţia (6.1) poate fi 
rezolvată în raport cu variabila y, mai precis, în ce condiţii există funcţia 

 astfel încât BA:f → 0))x(f,x(F =  pentru orice x A∈ . 
 
Teorema funcţiilor implicite 
 

Fie funcţia n
o

00 E)y, ∈→+1 x(⊂E:F  şi . 
 

Dacă: 
1) F  0)y,x( 00 =

2) F  are derivate parţiale de ordinul întâi, 
kx

F
∂
∂ , 

y
F
∂
∂  )n,1k =(  continue într-

o vecinătate U  (cu , ) a punctului . EV ⊂×
o

00 E)y, ∈A VU ⊂ B⊂ x(

3) 0)y,x(
y
F

00 ≠
∂
∂  
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tunci: A
 a) există U0 o vecinătate VVU0 ×⊂×  a punctului )y,x( 00  şi o 
unică funcţie 00 VU:f → , co , astfel ca 0fntinuă pe 0U 0 y)x( =  şi 

0))x(f,x(F =  pe 0U∈  ntru orice x
 b) f are derivate parţ  0U  şi iale continue pe

 
)x(

y
F

)x(
x
F∂

)x(
x
f i

i
∂
∂
∂

−=
∂
∂ n,1i , Ux  )( 0 =∈∀    (6.4)  

 
 c) Dacă F∈ )V  atunci fU(Ck × )U(C 0

k∈  
 

 
Demonstraţie: 

 2) şi 3) reţinem c ţia a) Din ipotezele ă func
y
F
∂
∂

 este continuă şi 0≠  în 

)y,x( 00 ăpunctul . Deducem c  
y
F
∂
∂

 este 0≠  pe o întreag  vecinătate a 

x( . Fie V  aceast inătate, adică 

ă

punctului )y, 00 U× ă vec

0  pentru )y,x(
y∂

 şi VyF
≠

∂ Ux∈ ∈ . 

 
in ipoteza 2), rezultă  funcţia F  este diferenţiabilă, deci continuă, pe 

 

ru Vy∈

D  că
VU× . În particular: 

 
 Pent  fixat, funcţia *) →n , 

)y,
⊂ϕ U:

x(F)x( =ϕ  e e Uste continuă p  
 

tru Ux∈
 

→⊂ψ V:**) Pen  fixat, funcţia , 
)y,x(F)y( =ψ V  pe V, deci ă pe este continuă şi strict monoton  

deoarece 

0)y,x(
y

≠
∂

 pentru VyF)y( ∂=ψ′ ∈  (6.5) 

nctel e V,
 

legem pu <α < β astfel încât A e arbitrar βα ∈ 0y . 
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),(0 βα=
)y,x(F 0

Fie . Din ipoteza (1) şi rezultatul (6.5), se deduce că funcţia 
 are semne diferite în punctele 

V
)y(0ψ = α  şi β . 

 
Fie, de exemplu, următoarea alegere: 

0),x(F)( 00 <α=αψ 0),x(F)( 00 >β = βψ  (6.6) şi 
 
Din (6.6) şi din proprietatea de continuitate a funcţiei ϕ  pe U, putem 
spune că există vecinătăţile UU ⊂′  şi U U′ ⊂′  ale lui , astfel încât 0x

0),x <α Ux(F)x(1 =ϕ  pentru ′∈  şi  
′0),x( >β UxF)x(2 =ϕ  pentru ′∈  

 
′Dacă notăm U UU0 ′∩′=

0),x(F)x(1 <α=ϕ 0),x(F)x(2 >
, obţinem 

= βϕ  (6.7) şi 
pentru . 0U

0Ux∈ )y,x(F=

x∈
 
Fie un punct  fixat, arbitrar ales. Funcţia )y(ψ  fiind 
continuă pe , ea are proprietatea lui Darboux pe acest interval. 
Având în vedere şi rezultatul (6.7), putem spune că există un punct 

 astfel că 

[ ]βα,

y∈ 0)y,x(0V F)y( ==ψ
ψ

. Mai mult, acest punct este unic 
deoarece funcţia  este strict monotonă pe [ ]βα, . 
 
Prin urmare, există o vecinătate  a lui  şi o vecinătate  a lui , 
astfel ca, pentru orice 

0U 0x 0y

0U
0V

x∈  fixat ecuaţia 0)y,x(F =  are, pe , singura 
soluţie  cu proprietatea 

0

y = 0
V

)x(f ))x(f,x(F =  pentru orice . Altfel 
spus, ecuaţia 

0U
)

x∈
0y,x(F =  defineşte funcţia implicită . Pentru 

, avem 
00

y,0

V→U:f

0xx = 0)0x(F = ; cum  este singurul punct din  cu 
această proprietate, obţinem şi condiţia 

0y

0x(f
0V

0y) = . 
 
Observăm că vecinătatea  a lui  a fost aleasă arbitrar; deducem că, 
pentru orice vecinătate  a lui 

0V

0V
0y

)x(f 00y = , există o vecinătate  a lui 
 astfel ca  pentru orice 

0U

0x 0V 0Ux)x ∈(f ∈ . Deci, funcţia implicită  
este continuă în . Mai mult, se arată că funcţia implicită  este 
continuă pe întreaga vecinătate  a lui . 

)x(f

0 f

0x
x

0U
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b) Este suficient să arătăm că  este funcţie diferenţiabilă Fréchet pe 
vecinătatea U  a punctului . 

f
0 0x

0n U)a ∈

0V)a(f ∈

F
VU× VU)

 
Fie   arbitrar ales 21 ,...,a,a(a =
  b =
 
Conform ipotezei 2) rezultă că  este o funcţie diferenţiabilă Fréchet pe 
mulţimea , deci este diferenţiabilă şi în punctul b,a( ×∈ , deci 
pentru orice punct  putem scrie: VU×∈)y,x(

( )

 168

( )by)y,x()b,a(
y
F

ax)y,x()b,a(
x
F)b,a(F)y,x(F

n

1k
kkk

k

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ω+
∂
∂+

+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂=− ∑

=

0Vy

(6.8) 

 
unde  

0)b,a()y,x(lim

0)b,a()y,x(lim

)b,a()y,x(

kk)b,a()y,x(

=ω=ω

=ω=ω

→

→
 (6.9) 

 
În particular, dacă luăm  şi 0Ux∈ ∈ , avem 

0))a(f,a(F)b,a(F
0

==
))x(f,x(F)y,x(F ==

 (6.10) 

 
astfel încât (6.8) devine 

( ) +− kk ax⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

ω+
∂∑

=1k
k

k
)y,x()b,a(

x
⎡ ∂n F [ ] 0)a(f =)x(f)y,x()b,a(

y
F −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ω+
∂
∂  

 
sau 

( ) [ ]

0

)a(f)x(f))x(f,x()b,a(
y
Fax))x(f,x()b,a(

x
Fn

1k
kkk

k

=

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ω+
∂
∂+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω+
∂
∂∑

=
 (6.11) 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
*) Din  continuă în a  şi ω , f k ω  continue şi nule în (  rezultă )b,a

0))a(f,a())x(f,x(lim

0))a(f,a())x(f,x(lim

ax

kkax

=ω=ω

=ω=ω

→

→  (6.12) 
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**) Din 0)b,a( ≠  rezultă că există o 

)a(Ux 1

y
F))x(f,x()b,a(

y
Flim

ax ∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ω+

∂
∂

→

vecinătate )a(U1  astfel încât pentru orice ∈  să avem 

0))x(f,x()b,a(
y

≠ω+
∂

 (6.13)

em: 

F∂

 
in (6.11) deducD

∑
=

−
ω+

∂
∂

ω+
∂

−=−
n

1k
kk

k
k )ax(

))x(f,x()b,a(
y
F

))x(f,x()b,a(
x)a(f)x(f  (6.14)

∂F

 
otăm N

)b,a(
y
F

)b,a(

))x(f,x()b,a(
y
Fk

∂
∂
x
F))x(f,x()b,a(

x
F

)x( k
k

k ∂
∂

−
ω+

∂
∂

=Ω
ω+

∂
∂

 (6.14)

(6.15)

 

 
i observăm că 

0)a(
ax

=
→

 

 
 felul acesta, relaţia (6.14) se scrie

ş
)x(lim kk Ω=Ω

În

∑
=

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

Ω+

∂
∂
∂

−=−
n

1k
kkk

k )ax()x(
)b,a(

y
F

)b,a(
x)a(f)x(f  (6.16)

ea în punctul a ncţia f . Din 

⎡ ∂F

 
i avem demonstrată diferenţiabilitatş  pentru fu

(6.16) mai deducem că 

))a(f,a(
y
F)a(

x
f k

k

∂
∂
∂

−=
∂
∂

 (6.17)

0U∈  a fost arbitrar ales, rezultă că f  este diferenţiabilă în 

))a(f,a(
x
F∂

 
um punctul aC

orice 0Ux∈  iar derivatele sale parţiale sunt 

 169
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y
F
x
F

x
f k

k

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

, n,1=k  (6.18) 

 

Cum derivatele parţiale 
k

F
x∂
∂

 şi 
y
F
∂
∂

 au fost presupuse funcţii continue pe 

, iar  este continuă în U , rezultă că derivatele parţiale (6.18) sunt 
continue pe U . 

V 0U× f

0

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
c) Se demonstrează prin inducţie completă, afirmaţia fiind demonstrată 
pentru . 1k =
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

Să se calculeze derivatele parţiale 
1x

y
∂
∂

 şi 
2x

y
∂
∂

 în punctul 

, dacă funcţia  este dată implicit de ecuaţia )0,2,2(=

0yxxe)xx( 21
y

21 =−−+

yxxe)xx()y,x,x(F 21
y

2121 −−+=

))0,2,2(*

)y,x,x( 00201 y
 (6.19) 

 
Verificăm indeplinirea condiţiilor impuse de teorema funcţiilor implicite. 
 
În cazul nostru, 

 (6.20) 
1)  0)0,2,2(F =

′∈2)  evident V(CF

3) [ ]1e)xx()0,2,2(
y
F

0,2,2(
y

21 −+=
∂
∂ 03) ≠=  

 
 
Diferenţiem (6.20) 

0dy
y
F

=dx
x
Fdx

x
F

2
2

1
1 ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

 

[ ] 0dy1 =e)xx(dx)xe(dx)xe( y
2121

y
12

y −++−+−  

2y
1 dx

1−21

y

1y
21

2
y

e)xx(
xedx

1e)xx(
xedy

+
−

−
−+

−
−=  
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De aici deducem 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+
−

−=
∂
∂

−+
−

−=
∂
∂

1e)xx(
xe

x
y

1e)xx(
xe

x
y

y
21

1
y

2

y
21

2
y

1  (6.21)

de unde avem 

3
1)0,2,2(

x
y

1

=
∂
∂
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 şi 
3
1)0,2, =2(

x
y

2∂
∂

 

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Teorema funcţiilor implicite se poate enunţa şi pentru cazul unei funcţii 
vectoriale 

ppn →+E:F ⊂  
unde BAE  cu ×= nA ⊂ , B p⊂  
 
Pentru Ax∈  şi y , ecuaţia B∈

0)y,x(F =  
 
este o ecuaţie vectorială echivalentă cu p  ecuaţii scalare. 
 
În acest caz, condiţia 3) din teoremă se scrie pentru determinantul 
funcţional al funcţiei vectoriale F  în raport cu variabila vectorială , adică y

0
)y,...,y(D
)F,...,F(D

p1

p1 ≠ )y,x()y,x( 00=  (6.22) pentru 

iar derivatele parţiale ale funcţiei vectoriale  pe 
vecinătatea U  sunt 

p
0V ⊂

0

n
0U:f →⊂

)y,...,y,...,y(D
)F,...,F,...,F(D
)y,...,x,...,y(D
)F,...,F,...,F(D

x
f

pj1

pj1

pj1

pj1

j

i =
∂
∂

 (6.23)

pentru p,1i =  şi n,1j =  

------------------------------------------------------------------------------------------  
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6.7. Extremele funcţiilor de mai multe variabile 

 
 

Fie funcţia →n⊂E:f  şi . 
o

0 Ex ∈
 
 

Definiţie

 172

:  
o

0 Ex ∈Punctul  se numeşte punct de extrem (local) al funcţiei 

f E)x( 0, dacă există o vecinătate V ∈  astfel încât să avem 
)x0 x(f(f)x(f ≤ ) ≥ )x(V 0 sau  pentru orice )x(f 0 x∈  după cum 

extremul este punct de maxim (local) sau minim (local). 
 

 
Valoarea funcţiei  înt-un punct  de extrem, se numeşte f 0x extrem al 
funcţiei f  (maxim sau minim) 
 
 

Propoziţia 1:  
Dacă funcţia  are derivate parţiale de ordinul întâi într-un punct f

de extrem , atunci acestea se anulează în acest punct. 
o

0 Ex ∈

0
x
f

∂
∂ )x( 0

k
= ,            (7.1) n,1k =

 

 
Demonstraţie: 
Fie funcţia parţială →⊂ii E:f

)x,...,x,...,x(f)x(f n0i01ii =

{ }

 
 (7.2) 

E)x n0 ∈

i0x

,...,x,...,x(xE i01ii ∈=  
 
Despre această funcţie putem spune că este derivabilă în punctul  şi 
că 

)x(
x
f)x(f 0

i
i0i ∂

∂
=′

o

ii0 Ex ∈ if
0)x( i0i

 (7.3) 

 

Deoarece punctul  este punct de extrem pentru funcţia , 
conform teoremei lui Fermat,avem f =′ , de unde deducem  
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0)x(
x
f

0
i

=
∂
∂  (7.4)

 
n,1=i  Rezultatul este valabil pentru orice 

 
 

Definiţie:  

Punctul  se numeşte 
o

0 Ex ∈ punct staţionar al funcţiei f, dacă 
această funcţie este diferenţiabilă în  şi dacă diferenţiala sa în 0x
acest punct este nulă,  

0)x( 0 =df
    

           (7.5) 
 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
Deoarece diferenţiala funcţiei  în  este f 0x

k0
k

dx)x(

0)x(df 0 =

n

1k
0 x

f)x(df ∑
= ∂

∂
=  

avem     ⇔ 0)x(
x
f

0
k

=
∂
∂ n,1=k  (7.6), 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Propoziţie 2:  

Orice punct  de extrem local în care funcţia  este 
o

0 Ex ∈ f
diferenţiabilă este punct staţionar al funcţiei. 
 

 
Într-adevăr, conform propoziţiei precedente rezultă (7.4) şi conform cu 
(7.6),  este punct staţionar al funcţiei . 0x f
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
Reciproca nu este totdeauna adevărată adică există puncte staţionare 
care nu sunt puncte de extrem local. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
Funcţia →2:f

22 yx −=
 

)y,x(f  
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f 2)0,0 ∈*) Funcţia  este diferenţiabilă în (  deoarece derivatele parţiale 

x2
x
f
=

∂
∂

 şi y2
y
f

−=
∂
∂

 sunt funcţii continue în acest punct 

0dy)0 =

)0,0(

2)0,0 ∈
)0,0(f) >

)0,0(f) <
2)0, ⊂

,0(
y
fdx)0,0(

x
f)0,0(df

∂
∂

+
∂
∂

=  

deci  este punct staţionar. 
 
**) Punctul (  nu este punct de extrem local deoarece avem 

02 > ⇒ 0,x(f
2

x=)0,x(f    
0< ⇒ y,0(fy−)y,0(f =    

în orice vecinătate . 0(V
---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Definiţie:  
Punctele staţionare ale funcţiei  care nu sunt puncte de f

extrem local, se numesc puncte şa ale lui f.  
 

 
Înterpretare geometrică: Graficul unei funcţii →2

S 3
⊂E:f  este o 

suprafaţă  din  de ecuaţie )y,x(fz = . 
 

Dacă  este diferenţiabilă în punctul  suprafaţa  are plan 
tangent în punctul  a cărei ecuaţie este 

f
o

00 E)y, ∈ S
(f

x(
))y,x 00,y,x( 00

)yy)( 0−y,x(
y
f)xx)(y,x(

x
f)y,x(fz 0000000 ∂

∂
+−

∂
∂

=−  

 
Dacă  este punct staţionar, suprafaţa  are în punctul 

 plan tangent paralel cu planul (  a cărui ecuaţie 
este 

)y,x( 00 S
))y,x(f 00 )xOy

)y,x(f 00

)y,x( 00

,0y,x( 0

z =  
 
Dacă punctul staţionar  nu este punct de extrem local, atunci, în 
vecinătatea lui, suprafaţa S  are formă de şa (Fig. 2). 
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- Figura 2 - 

 
 

Propoziţia 3: 

 Fie →n
o

0 Ex ∈⊂E:f ,  şi forma pătratică 

∑∑
= = −

−
⋅

−
−

∂∂
∂

=ϕ
n

1i

n

1j 0

j0j

0

i0i
0

ji

2

xx
xx

xx
xx)x(

xx
f)x(  (7.7)

cu . 
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)x(Vx 0∈

0x f
)x(V 0

 
Dacă  este punct staţionar al funcţiei  şi dacă aceasta are derivate 
parţiale de ordinul doi continue în , atunci: 
a) Dacă forma pătratică ϕ este definită, punctul  este punct de extrem 
local al funcţiei, fiind 

0x
punct de maxim local dacă ϕ(x)<0 sau punct de 

minim local dacă ϕ(x)>0 pentru )x(Vx 0∈  
b) Dacă forma pătratică ϕ este indefinită, atunci  nu este punct de 
extrem local al funcţiei 

0x

c) Dacă forma pătratică ϕ este degenerată, atunci despre  nu putem 
afirma nimic. 

0x

 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 

1) forma pătratică  ϕ este degenerată dacă n)x(
xx
frang

n,1j,i
0

ji

2
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂

=

ϕ

 

 
2) forma pătratică  este pozitiv definită, 0)x( >ϕ  pentru , 
dacă determinanţii principali ai matricei pătratice de ordinul , 

)x(V 0∈
n

x

n,1j,iji

2
x(

xx
f

=
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
0 )⎟⎟
⎠

⎞
 au următoarele semne: 
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.0n >Δ...,,0>,0 21 Δ>Δ  (7.8) 
 
Acestea sunt condiţiile lui Sylvester din teoria formelor pătratice. 
 
3) forma pătratică  ϕ este negativ definită, 0)x( )x(V 0x<ϕ  pentru ∈ , 
dacă determinanţii principali au semnele următoare: 
 

...,0,0,0 321 <Δ>Δ<Δ  (7.9) 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Demonstraţie: 
Scriem formula lui Taylor cu restul de ordinul doi conform relaţiei (5.18) 
într-o vecinătate a punctului . 0x

+−
∂
∂

+= ∑
=

n

1i
i0i0

i
0 )xx)(x(

x
f

!1
1)x(f)x(f

 
(7.10) 

+−−
∂∂

∂
+ ∑∑

= =

n

1i

n

1j
j0ji0i0

ji

2

)xx)(xx)(x(
xx
f

!2
1 2

0xx)x(
!2

1 −ω

unde 
0)x()x(lim 0xx 0

=ω=ω
→

 (7.11) 
 
Deoarece  este punct staţionar, rezultă că: 0x

0)x(
x
f

0
i

=
∂
∂

 pentru n,1=i  

 
şi relaţia (7.10) devine 

+− j0j )xx−
∂∂

∂=− ∑∑
= =

n

1i

n

1j
i0i0

ji

2

0 )(xx)(x(
xx
f

2
1)x(f)x(f =− 2

0xxω )x(
2
1  

2
0xx −

⎥
⎥
⎦

⎤n

1i

n

1j 0

j0j

0

i0i
0

ji

2
)x(

xx
xx

xx
xx)x(

xx
f

2
1
⎢
⎢
⎣

⎡
ω+

−

−
⋅

−
−

∂∂
∂= ∑∑

= =

 

adică 

[ ] 2
00 xx)x()x(

2
1)x(f)x(f −ω+ϕ=−  (7.12) 

 
Notăm cu 

)x(h
xx

h i
0

i0i
i =

−
=

xx − n,1=i  (7.13) ,  
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) 0xxpentru orice , x(V 0∈x ≠ . 
 
Fie  n

n )h ∈

∑
=

=
n

1i

2
i 1)x(h

) 0xx

1,...,h(h =
 
Observăm că 

 (7.14)

pentru orice , x(V 0∈x ≠ . 
 
Forma pătratică (6.7) se scrie: 

ji

n

1i

n

1j
0

ji

2

hh)x(
xx
f)h( ∑∑

= = ∂∂
∂

=ϕ

n

 (7.15)

 
Dacă  este o formă pătratică definită, înseamnă că ea nu se 
anulează în niciun punct h

)h(ϕ
)h(∈ , 0h ≠ . De asemenea, ϕ  fiind funcţie 

continuă, rezultă că )h(ϕ  este continuă şi conform teoremei lui 
Weierstrass, această funcţie îşi atinge valoarea minimă, , în cel 
puţin un punct al sferei unitate dată de (7.14). 

0m >

0)x( =ω 0x

))x(V 0⊂

 
Cum , putem spune că există o sferă centrată în  de rază 

suficient de mică (  astfel încât să avem: 

lim
0xx→

)x(*V 0

)h(m)x( ϕ≤<ω

) 0xx

 (7.16)
 
pentru orice , x(*V 0x∈ ≠ . 
 
Rezultă că în  funcţia )x(*V 0 + ωϕ  are acelaşi semn cu funcţia ϕ . 
Astfel, obţinem următorul rezultat: 
 
 
*) Dacă   0> ⇒ )x(f) fx(ϕ 0>)x( 0−    pentru orice 

,  deci  este punct de minim local 
⇒ x(f )x(f) 0>

x

f

)0x(*Vx∈ 0x≠ 0x
 
 
**) Dacă   0) < ⇒ )x(fx(ϕ 0)x( 0 <−   ⇒ x(f )x(f) 0<  pentru orice 

,  deci  este punct de maxim local ) xx(*Vx∈ 0 0x≠ 0x
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)h(ϕ
n

Dacă  este o formă pătratică indefinită, rezultă că ea se anulează în 
unele puncte h∈ . Altfel spus, această formă pătratică ia atât valori 
strict negative, cât şi valori strict pozitive în . Rezultă că  nu 
poate fi punct de extrem local. 

)x(V 0 0x

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei →3⊂E:f  

z
2

y
z2

++
x4

yx)z,y,x(f
2

+=  

 
*) Determinăm puntele staţionare din sistemul determinat de: 

0
x
f
=

∂
∂

,  0
y
f
=

∂
∂

,  0
z
f
=

∂
∂

, adică 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=−

=−

0
z
2

y
z2

0
y
z

x2
y

0
x4

y1

2

2

2

2

2

 (7.17) 

 
şi obţinem soluţiile: 

=
=

=

1
1
2
1

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

z
y

x

1

1

1

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
−=

−=

1z
1y
2
1x

2

2

2

  şi   (7.18) 

 
**) Verificăm dacă aceste puncte staţionare sunt puncte de extrem local 
precizând semnul formei pătratice ϕ  cu ajutorul matricei: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

+

−

3

2

z
4

y
2

y
z2

0

A  

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+−

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

2

3

2

2

23

2

2

222

2

2

22

22

2

2

y
z20
y
z2

x2
1

x2
y

x2
y

x2
y

z
f

yz
f

xz
f

zy
f

y
f

xy
f

zx
f

yx
f

x
f
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

−

62
23

02

041 >=

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0
2

4
1,1,

2
1A  

 
Determinanţii principali sunt: 
Δ  

08
32
24

2 >=
−

−
=Δ  

032
620
232

024

3 >=
−

−−
−

=Δ  
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Rezultă că forma pătratică ϕ  este pozitiv definită, deci ⎟
⎠
⎞

⎝
⎛ 1,1,

2
1

⎜  este punct 

de minim local al funcţiei f. 
 
Pentru cel de al doilea punct avem: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

− 62
23
02

04 <−=

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

0
2
4

1,1,
2
1A  

 
Determinanţii principali sunt: 

1Δ  

08
32

24
2 >=

−
−

=Δ  

032
620

232
024

3 <−=
−

−
−

=Δ  

 

ϕ  este negativ definită, deci Rezultă că forma pătratică ⎟
⎠
⎞−− 1,1,

2
1

⎜
⎝
⎛−  este 

punct de maxim local al funcţiei f. 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
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6.8. Extreme condiţionate 

 
 

 180

Să considerăm o funcţie →n E⊂E:f  şi o submulţime A ⊂
 

 definită 
astfel:

{ }nk,k,1i,0)x(FExA i <==∈=

f

 (8.1) 
 
Extremele funcţiei  care aparţin mulţimii A  se numesc extreme 
condiţionate sau extreme cu legături. Coordonatele acestor puncte sunt 
legate între ele prin cele k relaţii. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

0)x,...,x,x(F
...

0)x,...,x,x(F

n21k

n211

 (8.2) 

 
Teorema următoare dă condiţii necesare de existenţă a punctelor de 
extrem condiţionat. 
 
 

Teoremă: 

 Fie →n⊂E:f  şi  
o

0 Ex ∈
 
Dacă: 
1)  este punct de extrem local pentru  condiţionat de relaţiile (8.2) 0x f
2) funcţiile  ))x(V(C 0

1F,...,F,f k1 ∈

3) F , 0)x( 01 = k,1i =  

4) matricea funcţională 
n,1j
k,1i

0
j

i )x(
=
=⎟

⎟
⎠

⎞

x
F

⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂  are rangul egal cu k. 

Atunci există k  numere reale k1,...,λλ  astfel încât să avem: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

λ+
∂
∂

∂
∂

λ+
∂
∂

∂
∂

λ+
∂
∂

∑

∑

∑

=

=

=

x
F)x(

x
f

...
x
F)x(

x
f

x
F)x(

x
f

k

1i
i0

n

k

1i
i0

2

k

1i 1

i
i0

1

=

=

=

0)x(

0)x(

0)x(

0
n

i

0
2

i

0

          (8.3) 
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Demonstraţie: 
Având în vedere condiţia 4), presupunem că determinantul funcţional 

0
)x,...,D(x
)F,...,D(F

0xxk1

k1 ≠
=

k
0V ⊂ k

k0 )x ∈

s
∈

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

ϕ=

ϕ=
ϕ=

++

++

++

)x,...,x,x(x
...

)x,...,x,x(x
)x,...,x,x(x

n2k1kkk

n2k1k22

n2k1k11

0n U)x ∈

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

=ϕϕ

=ϕϕ
=ϕ

+++

+++

++

0)x,..,x);x,..,x(),..,x,..,x((F
...

0)x,..,x);x,..,x(),..,x,..,x((F
0)x,..,x);x,..,x(),..,

n1kn1kkn1k1k

n1kn1kkn1k12

n1kn1kk

0

 (8.4)

 
Dacă ţinem seama şi de condiţiile 2) şi 3) putem spune că sistemului (8.2) 
îi putem aplica teorema funcţiilor implicite. Prin urmare, există o 
vecinătate  a punctului  şi o vecintătate 

 a punctului 0x( tfel încât pentru orice punct 

1k ,..x( + ul (8.2) să aibă soluţie unică 

01,...,x(
kn

n01k )x,..., −
+ ∈  akn

0
−⊂

n )x.,
U

0U , sistem

 (8.5)

funcţiile  având derivate parţiale continue pe vecinătatea 
. 

k1,...,ϕϕ
kn

0U −⊂

⎧ ϕ + x,..,x((F n1k11

 
Scriem că (8.5) verifică sistemul (8.2) pentru orice punct . 1k ,...,x( +

 (8.6)

 
Diferenţialele acestor funcţii sunt nule pe U , în particular în punctul 

. )x,...,x( n01k0 +

 181

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

=
∂
∂

++
∂
∂

+ϕ
∂
∂

++ϕ
∂
∂

=
∂
∂

++
∂
∂

+ϕ
∂
∂

++ϕ
∂
∂

=
∂

+
+

+
+

0dx
x
F...dx

x
Fd

x
F...d

x
F

...

0dx
x
F...dx

x
Fd

x
F...d

x
F

0dx
x
F

n
n

k
1k

1k

k
k

k

k
1

1

k

n
n

2
1k

1k

2
k

k

2
1

1

2

n
n

1
⎪
⎧

∂
++

∂
∂

+ϕ
∂
∂

++ϕ
∂
∂

+
+

...dx
x
Fd

x
F...d

x
F

1k
1k

1
k

k

1
1

1

1

(8.7)

Să considerăm în continuare funcţia compusă →0U:
)x,..,x);x n1kn +

F  definită astfel: 
 (8.8),..,x(),..,x,..,x((f)x,..,x(F 1kkn1k1n1k +++ ϕϕ=
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0

)x n0

1+ )x,.., n01+

Putem spune că dacă  are în x  un extrem condiţionat de (8.2), atunci 
funcţia F  are în  un extrem obişnuit. 

f
,...,1x( k0 +

 
Într-adevăr, ,…)x,.., n0 x(x k0kk0x(x k0101 ϕ= ϕ=  şi dacă, de 
exemplu,  este punct de maxim condiţionat pentru , avem: 0x f

)x,..., n002

)x,...,x n1

x,...,01 0n U)x

x,x(f)x,...,x,x(f 01n21 ≤  
 
pentru orice punct (  care verifică (8.2) dintr-o vecinătate a lui 

. Atunci, pentru )n0x( 1k ,...,x( ∈+

x,x,...,x( 1kk1 +

, luând valorile  
date de (8.5), punctul  verifică sistemul (8.2) aşa 
cum rezultă din (8.6), iar inegalitatea precedentă se scrie, ţinând seama 
de (8.7). 

k1 x,...,x
)x,..., n

)x,..., n01

)x,..., n01+

)x,..., n01

  x(F)x,...,x(F k0n1k ++ ≤
deci  este punct de maxim local pentru F . x( k0

 
În acest caz, diferenţiala acestei funcţii în punctul  este 
nulă. 

x( k0 +

0dx
x
f...dx

x
fd

x
f...d

x
fdF n

n
1k

1k
k

k
1

1
=

∂
∂++

∂
∂+ϕ

∂
∂++ϕ

∂
∂= +

+

k1

 (8.9) 

 
Ţinând seama de relaţiile (8.7) şi (8.9), pentru orice sistem de numere 

 avem egalitatea. ,...,λλ

0dx
x
F

x
f...dx

x
F

x
f

d
x
F

x
f...d

x
F

x
f

n

k

1i n

i
i

n
1k

k

1i 1k

i
i

1k

k

k

1i k

i
i

k
1

k

1i 1

i
i

1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂+

+ϕ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂++ϕ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂

∑∑

∑∑

=
+

= ++

==

0

k1

 (8.10) 

 
unde toate derivatele sunt calculate în punctul . x

k1,...,λλ
d,...,d ϕϕ

 
Vom alege numerele  în aşa fel încât coeficienţii diferenţialelor 

 să se anuleze 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

λ+
∂
∂

=
∂
∂

λ+
∂
∂

∑

∑

=

=

0)x(
x
F)x(

x
f

...

0)x(
x
F)x(

x
f

0

k

1i k

i
i0

k

0

k

1i 1

i
i0

1

 (8.11) 
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k2,...,,
Acest lucru este posibil deoarece determinantul sistemului (8.11) 
corespunzător necunoscutelor 1 λλλ  este 

0
)
)

0xx

≠
=

k1,...,

x,...,x(D
F,...,F(D

k1

k1  

 
λλ  egalitatea (8.10) se scrie: Cu aceste valori 

0dx
x
F

x
f...dx

x
F

x
f

n

k

1i n

i
i

n
1k

k

1i 1k

i
i

1k
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ+
∂
∂ ∑∑

=
+

= ++

n1 dx,...,+

 (8.12)

unde toate derivatele sunt calculate în . 0x
 
Pentru ca această egalitate să aibă loc pentru orice valori , 
este necesar şi suficient să se anuleze coeficienţii acestora, adică: 

kdx

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

λ+
∂
∂

=
∂
∂

λ+
∂
∂

∑

∑

=

= ++

0)x(
x
F)x(

x
f

...

0)x(
x
F)x(

x
f

0

k

1i n

i
i0

n

0

k

1i 1k

i
i0

1k

 (8.13)

 
Egalităţile (8.11) şi (8.13) formează sistemul (8.3) care trebuia 
demonstrat. 
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 

Orice puncct  care verifică sistemul (8.2) pentru care 
o

0 Ex ∈

krang
n,1j
k,1i
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=
=

)x(
x
F

0
j

i

∂
∂

k1,...,λλ

 şi care verifică şi sistemul (8.3) pentru anumite 

valori , se numeşte punct staţionar al funcţiei f condiţionat de 
(8.2). Constantele k1,...,λλ  se numesc multiplicatorii lui Lagrange. 
Acestea îşi schimbă valoarea odată cu punctul staţionar . 0x

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

 Teorema demonstrată ne precizează că orice punct de extrem 
condiţionat este punct staţionar condiţionat. 
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Este bine de reţinut că pentru determinarea punctelor de extrem pentru o 
funcţie →n E(⊂E:f  )deschisa− , , condiţionate de 

sistemul (8.2) în care funcţiile , se parcurg următoarele 
etape: 

)E(C2∈

)

∑
=

λ+=λλΦ
k

1i
n1iin1k1n1 )x,...,x(F)x,...,x(f),...,,x,...,x(  

k

f

E(CF,..., 2
k ∈F1

 
 
1) Se formează funcţia ajutătoare 

(8.14) 

cu coeficienţii  nedeterminaţi. k1,...,λλ
 
 
2) Se formează sistemul de n +  ecuaţii: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=λλ
∂
Φ∂

=λλ
∂
Φ∂

0)x,...,x(F
...

0)x,...,x(F

0),...,,x,...,x(
x

...

0),...,,x,...,x(
x

n1k

n11

k1n1
n

k1n1
1

k1,...,

 (8.15) 

cu ajutorul căruia se determină punctele staţionare condiţionate ale 
funcţiei , precum şi valorile f λ λ  corespunzătoare. 
 
 
3) Dintre punctele staţionare determinate, se selectează punctele de 
extrem local ale funcţiei  condiţionate de (8.2), folosind funcţia f Φ . Mai 
întâi se observă că pentru un punct  de extrem condiţionat al funcţiei 

, avem , 
0x

f 0)x(F 0i = k,1i = . Prin urmare pentru orice Ex∈  care verifică 
condiţiile (8.2) avem 

)x()x(f)x(f 0 Φ=− )x( 0Φ−  (8.16) 
 
după cum rezultă din (8.14). 
 
Studiul semnului difere )x(f) 0nţei x(f −  pentru puncte 

(
x  care verifică 

(8.2) se reduce la )x0 studiul diferenţei )x( Φ−Φ  pentru asemenea 
puncte. 

 184
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Dacă punctul 0x  verifică sistemul (8.3) înseamnă că el este punct 

staţionar obişnuit pentru funcţia Φ , dec

 185

i 0
xi∂

)x( 0 =
Φ∂

, n,1i = . 

 
ΦPe de altă ţia  parte, func  are derivate parţiale de ordinul doi continue 

rm utem scrie mula i Taylor de 
rdinul doi: 

într-o vecinătate a lui 0x . Prin u are, p for lu
o

2
0

0

j0j
n

1i

n

j 0

i0i
0

ji
0 xx)x(

2
1

xx
xx

xx
xx)x(

xx2
1)x()x( −ω+

−

−
⋅⋅

−
−

∂
∂=Φ−Φ ∑∑

= =

 (8.17)

unde lim
xx

1

2

∂
Φ

0)x( 0)x(
0

=ω  

 
Semnul diferen )x( 0

=ω
→

ţei )x( −Φ Φ  este dat de semnul formei pătratice: 

∑∑
= = −

−
⋅

−
−

∂∂
Φ∂

=ϕ
n

1i

n

1j

j0j

0

i0
0

j

2

xx
xx

xx
xx)x(

xx
)x(  (8.18)

Exemplu:

i

0i

 
 ----------------------------------------------------------------------------------- 

Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei →2  
ycosxcos)y,x(f 22 +=  (8.19)

:f

 
care verifică condiţia 

4
xy =−  

*) Formăm ţia ajutătoare 

π
(8.20)

 
 

 func

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−−λ++=λΦ
4

xyycosxcos),y,x( 22  (8.21)

le acestei funcţii din sistemul 
 
**) Determinăm punctele staţionare a

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

π
=−

∂

=
∂

4
xy

y

0
x

⎧ Φ∂

⎪
⎨ =
Φ∂ 0  adică 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎧

π
=−

=λ−−

4
xy

0xsinxcos2
(8.22)

ii din (8.22) obţinem 

⎪
⎨ =λ+− 0ysinycos2  

 
Prin adunarea primelor două relaţ
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π
=−

=+

4
xy

0y2sinx2sin
 (8.23) 

 admite o infinitate de soluţii 
 
Acest sistem

⎪⎩

⎪⎪
⎨

⎧ π
+

π
−=

28

2
k

8
x

k

k

 cu ∈k  (8.24) 

Φ  admite o infinitate de puncte staţionare. 

⎪ π
+

π
=

ky

 
Funcţia 
 

 186

***) Verificăm dacă punctul ⎟
⎠
⎞ππ

8
,

8
 este punct de extrem al 

funcţiei Φ . 
 
Pentru acest punct, din sistemul (8.22) se deduce valaorea 

orespunzătoare a constantei 

⎜
⎝
⎛−=)y,x( 00

λ , anume c
2

 

2
0 =λ . 

ămâne să precizăm semnul formei pătratice definită de funcţia: R

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−−
4

xy
2
2

 

ouă variabile x  şi y  sunt legate prin 

++=Φ ycosxcos)y,x( 22 (8.23) 

inând seamţ a de faptul că cele d
relaţia 

4
xy π
=−  (8.24) 

 
Prin eliminarea variabilei y  între (8.23) şi (8.24) obţinem: 

⎪
⎪
⎩

+−=
∂
Φ∂ x2sin2x2cos2

x2

2

⎪⎪
⎨

⎧
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

++=Φ
4

xcosxcos)x( 22

 (8.25) 

 

eoarece D
8x2

2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−

∂
Φ∂ 022 < , deducem că ⎟

⎠
⎞

⎜
⎛ ππ
− ,  este punct de 

 
---------------------------------------------------------------------------------------------  

⎝ 88
maxim local pentru funcţia f  condiţionat de relaţia (8.20). 
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6.9. Exerciţii rezolvate 

 
 
1) Să se calculeze derivatele parţiale de ordinum I şi II pentru funcţia 

→2  definită prin: h ⊂E:
[ ]22 yx,ysinxg)y,x(h +=  (9.1)

22

Conform formulei (3.15) de derivare a funcţiilor compuse, avem: 

)Dg(2  unde Cg∈
 
Se observă că h  este o funcţie compusă de forma  
 

[ ])y,x(f),y,x(fg 21=  )y,x(h
 
unde ysinx)y,x(f1 =  şi 2 yx)y,x(f += . 
 

2f
gx2h

∂1

2

2

1

1 f
gysin

x
f

f
g

x
f

f
g

x
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂

 
∂

21

21

1 f
y2

f
ycosx

yyfy ∂2

ggf
f
gfgh ∂

+
∂
∂

=
∂∂

+
∂∂

=
∂

 
∂∂∂∂

 
lul derivatelor parţiale de ordinul II, apelăm tot la formula 

şi ţinem seama nc

∂

Pentru calcu

(3.15)  de faptul c  ă fu ţiile
1f
g
∂
∂

 şi 
2f
g

∂
∂

 depinde de x  şi y  

la fel ca funcţia g , adică prin )y,x(f1  şi )y,x(f2 . 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎡

+
∂

++
∂

+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂∂
∂

+

2

1

2

2
1

2
2

2
2

2
1

21

2

x2fysix2g2

f
f

f
g

x
f

f
g

x
f

ff
g

 

⎣ ∂
∂

∂∂∂

∂
+

+
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

2
2

2

212

2

2

2

12

2
1

2
1

2

2

2121
2

2

f
g

ff
n

f

f
x2ysinysinx2

f
g2

x
f

ff
g

x
f

f
gysin

f
g

x
x2

f
g2

f
g

x
ysin

f
gx2

f
gysin

xx
h

 
Deci obţinem: 

∂
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2
2 f

g2g
∂
∂

+  

 
La fel calculăm: 

2

2
2

21

2

2
1

2
2

2

2

f
x4

ff
fysinx4

f
gysin

x
h

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠

⎞

2

2

f
g

f
g

f
g

y
ycosx

f
gysinx

f
gy2

f
gycosx

yy
h

 
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂=

∂
∂

2

12

2
1

2
1

2

12

1121
2

2

2
y
f

ff
g

y
f

f
gycosx

f
gysinx

f
g

y
y2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
+ cxy2g2

∂

∂
+

∂∂
∂

∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

∂∂
∂

+

2
2

2

21

2

2

12

2

2
1

2

1

2
2

2

2
1

21

2

f
gy2

ff
gyos

f

ff
gy2

f
gycosxycosx

f
gysinx

y
f

f
g

y
f

ff
gy2

 

 
eci obţinem: D

2
2

2
2

f
gy4

ff
gycosxy4

f
gycosx

f
g2

fy ∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

 

 
Pentru derivata parţială mixtă de ordinul II obţinem: 

21

2

2
1

2
22

21
2

2 gysinxh ∂
−=∂

=⎥
⎦

⎤

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

f
g

x 2  

⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

∂∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

=

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

x
f

f
g

x
f

ff
gy2

x
f

ff
g

x
f

f
gycosx

f
gycos

y2
f
g

x
ycosx

f
gycos

f
gy2

f
gycosx

xyx
h

2
2

2

2
1

21

2
2

12

2
1

2
1

2

1

1121

2

⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
21

2

12

2

2
1

2

1 ff
gysiny2

ff
gx2

f
gysinycosx

f
gycos ⎥

⎦

⎤

∂

∂
+ 2

2

2

f
gx2  

 
Prin urmare, 

21

2
2

2

2

2
1

2

1

2

ff
g)ysinyycosx(2

f
gxy4

f
gycosysinx

f
gycos

yx
h

∂∂
∂

++
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

=
∂∂

∂  
2

 
2) Să se arate că funcţia →⊂ 2E:h  definită prin: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

x
yg)y(f

y
x)y,x(h  (9.2) 

)Dg(C2∈ , verifică ecuaţia cu derivate parţiale: 
 
unde )Df(Cf 2∈  şi g
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0
y
hy

yx
h22

=
∂
∂

−
∂∂

∂∂
 (9.3)

atele parţiale de ordinul I. 

xy
x
hx 2

2 +
∂

 
Calculăm mai întâi deriv

 189

g
x
11yg

y
x)gf(

y
1 ′⎞

⎜
⎝
⎛−′++⎤⎞⎞  )gf(

yxx
g)y(f

yxx 2 −+=⎟
⎠

=⎥⎦⎢⎣
⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝

+
∂

=
∂

yxh ⎡ ⎛ ⎛∂∂

g
y
1 ′  f

y
x)gf(

y
x

x
1gf

y
x)gf(

y
x

x
yg)y(f

y
x

yy
h

22 +′++−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′+′++=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∂
∂=

∂
∂

ăm derivatele parţiale d i g

−

 
Calcul e ordinul II având în vedere că f ′  ş ′  

x  şi y  la fel iile f  şi g  depind de ca funcţ

g
x
y
3

′′=⎟
⎠
⎞∂  

x
yg

x
1g

x
1

x
yg

y
1g

x
1)gf(

y
1

xx
h

2222

2

⎜
⎝
⎛−′′−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′−+

∂
∂=

∂

g
x
1f

y
1g

xy
1)gf(

y
1

x
yg

y
1

f1
x
y

yyyyyxyx

222

2222

′′−′+′++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′′+

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′

⎦⎣∂∂∂
 

 
erificăm ecuaţia (9.3) 

gx)gf(1g1fx)gf(xh2
−+−=⎥

⎤
⎢
⎡ ′+′++−∂=∂

y

V

0g
yyy22 ⎥

⎦
⎢
⎣

 1fx)gf(xyg
x
1f

y
1g

xy
1)gf(

y
1xyg

x
yx 23

2 =
⎤⎡ ′+′++−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′′−′+′++−+′′

0gf =′−′  

 
Adevărat 
 

x)gf(
y
xg

x
yfxg)gf(

y
xg

x
y

−++′′−′+′++−′′

3) Pentru funcţia →2  
xsinyycosx)y,x(f +=  (9.4)

ia df  şi fd2 . 

Conform formulelor (2.19) şi (4.1), în cazul de faţă putem scrie: 

:f

să se calculeze diferenţ
 

lele 

dy)xsin+

 

ysinx(dx)xcosyy(cosdy
y
fdx

x
ffdy

y
dx

x
df −++=

∂
∂+

∂
∂=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂+

∂
∂=

( ) ( )

( )2

2
2

222
2

22

dyycosxdxdy)xcosysin(

dy
y

fdxdy
yx
f2dx

x
ffdy

y
x

−+−

=
∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂=⎥⎦

⎤⎡
∂
∂+

 

 

2 d
x

fd ⎢⎣∂
∂=

( )2 2dxxsiny +−=
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→⊂ 3E:h  definită4) Pentru funcţia  prin: 

[ ]222 z3yx,xyzg)z,y,x(h ++=  (9.5) 

ăm că h  este o funcţie compusă de forma 
[ ])z,y,x(2  
z 22 z3y + . 

 
*) Calculăm diferenţiala de primul ordin 

unde )Dg(Cg 2∈ , să se calculeze dh  şi hd2 . 
 
Obs
h

erv
f),z,y,x(fg)z,y,x( 1=

unde ,y,x(f1 xyz) =  şi 2
2 x)z,y,x(f +=

21
1

2
2

1 df
f
gdf

f
ggdf

f
df

f
dh

∂
∂

+
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎡

∂
∂

+
∂
∂

=  (9.6) 
21⎣

 
Dar 

zdz6ydy2xdx2

dzfdy
y
fdx

x
fdzdy

y
dx

x

dz
z
fdy

yxzy
dx

x

222
2

1

++=

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∂+

∂
∂+

∂
∂

+

=
∂∂

+
∂⎦⎢⎣

⎡
∂∂

∂+
∂
∂

(9.7) 

fdxffdzdydf 11
11

∂
+

∂∂
=⎥

⎤∂+=

xydzxzdyyzdx +=

zz
df2 ∂

=
f∂

 
Înlocuind (9.7) în (9.6) obţinem: 

( ) ( )zdz6+  

ţinem: 

ydy2xdx2
f
gxydzxzdyyzdx

f
gdh

21
+

∂
∂

+++
∂
∂

=

 
Astfel ob

dz
f
gz6

f
gxy

dy
f
gy2

f
gxzdx

f
gx2

f
gyzdh

21

2121

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=

 

apelând la formula (4.9) 

(9.8) 

 

ul II 
 
**) Calculăm diferenţiala de ordin

gfd
f 2

2

2
⎥
⎦

⎤∂
 fd

f
gdf

f
df

f
hd 1

2

1

2

2
2

1
1

2
⎢
⎣

⎡
∂

+
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

=

 
Obţinem: 
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( ) ( ) 2
2

2
1

2

1

2
22

2

2

21
21

2
2

12
1

2
2 fd

f
gfd

f
gdf

f
gdfdf

ff
g2df

f
ghd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
=  (9.9)

 
Avem de calculat diferenţialele 1

2fd  şi 2
2fd . 

( )

 191

( )

( )

xdydz2ydxdz2zdxdy2

dydz
zy

2dxdz
zx

2dxdy
yx

2dz
z

dy
y
fdx

x
ffdz

z
dy

y
dx

x
f

2

2
2
12

2
1

11
2

++=

=
∂∂

+
∂∂

+
∂∂

+
∂

+

+
∂
∂

+
∂
∂

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

 

222

d

ffff 1
2

1
2

1
2

21
2 ∂∂∂∂

( ) ( ) ( )222
2

2

dz6dy2dx2fdz
z

dy
y

dx ++=⎥⎦
⎤

∂
∂+

∂
∂+  

(9.10)

2
2

x
fd ⎢⎣

⎡
∂
∂=

 
Prin înlocuirea lui (9.7) şi (9.10) în (9.9), obţinem: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( ) ( ) ( )[ ]222

2

1

2
2

2

2

21
2

1 ff
xydzxzdyyzdx

f
hd

∂
++

∂
=

2
2

2
2 gg ∂∂
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f
g

xdxdz2ydxdz2zdxdy2
f
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∂
∂

+
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∂
∂

+++
∂

∂
++

+++
∂
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Astfel obţinem: 

( ) +⎥
⎦

⎤ 2

2
dxgd  ⎢

⎣

⎡

∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
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2

2
2
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2

2
1

2
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f
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f
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
+
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2

2
2

2

2
2
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2

2
1

2
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2
2
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2

1
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f
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f
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ff
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f
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fffff
 

+⎥
⎤

⎢
⎡ ∂

+
∂

+
∂

+
∂

+ 2
2

2
22

22 dyg2gy4gxyz4gzx

( )

( )

( ) dydz
f

x2
f

gyz24
ff
gxy2xz62

f
gyzx2

dxdz
f
gy2

f
gxz24

ff
gyx2yz62gzxy2

dxdy
f
gz2

f
gxy8

ff
gzx2zy22

f
gxyz2

1
2

2

2

21

2
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2
1

2
2

1
2

2

2

21

2
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2
2

1
2

2

2

21

2
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2
1

2
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
++

∂
∂

+

+⎥
⎦

⎤⎡
∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂++∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂++

∂
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+
f 2
1

⎢
⎣ ∂

g
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5) Pentru funcţia →2 , dată implicit de ecuaţia: 
( ) 01xyzlnxyz =−+  (9.11) 

să se ca dz  şi zd2 . 

⊂E:z

 
lculeze 

*) 

 192

dy
y
z
∂
∂

+  

 

Pentru calculul derivatelor parţiale

dx
x
zzdy

y
dx

x
dz

∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

=

 
x
z
∂
∂

 şi 
y
z
∂
∂

 trebuie să apelăm la 

teorema funcţiilor implicit nostru, ecuaţia (9.11). o putem scrie 
0)z,y, = , iar prin diferen iere avem: 

 

e. În cazul 
ţx(F

0dz
z
F

= , adică dy
y
Fdx

x
F

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

0dz1dx1yz =⎟
⎞⎛

⎟
⎞

⎜
⎛ +  

z
xydy

y
1xz

x ⎠
⎜
⎝
⎛ ++

⎞
⎜⎜
⎝

++
⎠⎝

 pe domeniul pe care lucrăm trebuie să avem îndeplinită 

⎟⎟
⎠

 
Cu precizarea că

condiţia 0
z
1
≠+ , putem explicita diferenţiala dz . xy

dy
y
zdx

x
zdz −−=  (9.12) 

⎪⎩∂

−=

yy
⎪

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂
∂

zz
x
z

x
z

 (9.13) Prin urmare  

dy
y
zdx

x
zdz −−=  (9.14) 

 

**) =⎥⎦⎢⎣ ∂
+

∂
= zdy

y
dx

x
zd ⎤∂

2
⎡ ∂ ( )2 ( )22 dy

y
dxdy

yx
2dx

x ∂
+

∂∂
+

∂
 

 
Calculăm derivatele parţiale de ordinul II folosind laţ

22222 zzz ∂∂∂

re iile (9.13) 

2x
z2z

x
z

zx
z

=
−

∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∂
∂

=
∂
∂

 22

2

x
x
zx

y
1

y
z

xyx
z2

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=
∂∂

∂
xy
z

x
z
=

∂
∂
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2

2

y
z2

y

z
y
zy

=
−

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞

⎝

∂
 

 
Prin urmare, 

22 y
z

yy
z

⎜⎜
⎛
−

∂
∂

=
∂

( ) ( )22
2

2
2 dy

y
z2dxdy

xy
zdx

x
z2zd ++=

2
 (9.15)

ă se arate c

 
 
6) S ă funcţia →2 , dată implicit de ecuaţia: ⊂E:z
( ) ( ) 0zxyzsinzy =+−+  

 
(9.16)

ia cu derivate partiale: verifică ecuaţ

0
y
zy

x
zzsinz 2 =

∂
∂

−
∂
∂

 (9.17)

l ţ

 

Pentru calculul derivate or par iale 
x
z
∂
∂

 şi 
y
z
∂
∂

, folosim teorema funcţiilor 

implicite, deci diferenţiem funcţia din (9.16), 
)zx(yzsin)zy()z,y,x(F +−+=  

0dz
z
FFF

=
∂
∂

+
∂

+ . dy
y

dx
x ∂∂
∂

[ ] 0dzyzsincos)zy(dy)zxz(sinydx z −+++−−+− =  
 

0yzPentru sinzcos)zy( −++ ≠ , obţinem: 

      dy
yzsinzcos)zsinzcos)zy(

dz
−++y(

zsinzxdx
yz

y + −
+

−
 

e aici deducem: 

++
=  

D

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

−++
−+

=
∂
∂

−++∂

yzsinzcos)zy(
zsinzx

y
z

yzinzcos)zy(x
 

uşurinţă că ecuaţia este 

⎧ =
∂ yz

s
(9.18)

 
Introducând (9.18) în (9.17) se observă cu 
verificată. 
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7) Pentru funcţia →+∞ , )x(f− ,1(:f ) )x1ln(= + , să se scrie formula lui 
0x0Taylor cu restul Lagrange, în vecinătatea punctului = . 

 
onform relaţiei (5.10), în cazul de faţă, formula lui Taylor cu restul lui 

e este: 
C
Lagrang

1n
)1n(

n
)n(

2

x
)!1

)x(fx)0(f

...x
!2
)0(fx

!1
)0(f)0(f)

+
+

+
θ

++

++
′′

+
′

+=
, )1,0(

x(f
θ∈  (9.19) 

 k oarecare a funcţiei 

n(!n
 
Prin inducţie, pentru 
( ) ( )x1lnxf += , se obţine: 

( ) ( ) ( )
( )

derivate de un ordin

k
1k)k(

x1
!1k

1xf
+

−
−= −  (9.20) 

( ) !1k1 −  (9.21) 

 
deci avem 

( ) ( )10f k)k( −= −

 
Formula lui Taylor (9.19) se scrie: 

1n
x

)x1(n32

1n

1n +θ+

+

+ (9.22) 1)1(x)1(...xxx)x1ln( n
n

1n
32

−+−+++−=+ −  

 
 
8) Pentru funcţia →2:f , ysine)y,x(f x= , să se scrie primii termeni 

 la cei de gradul III inclusiv, în vecin

 
acă avem în vedere formula(5.17), pentru cazul de faţă, putem scrie: 

ai formulei Taylor pâ
2)0,0( ∈

nă
. 

ătatea 
punctului 

D

)y,x(R)0,0(fy
y

x
x!3

1

)0,0(fyx1)0,0(fy
y

x
x!1 yx!2

10(f)y,x

3

3

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂+

∂
∂+

⎦⎣ ∂∂⎦
+

 

, primii termeni ai formulei lui Taylor sunt  

)0,(f
2

+⎥
⎤

⎢
⎡ ∂+∂+⎥

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂+

∂
∂=

 
Prin urmare
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)y,x(Ry)0,0(fxy)0,0(f3 3
3

2
3

+
⎤∂

+
∂

+
yyx

yx)0,0(
yx

x)0,0(

y)0,0(
y
fxy)0,0(

yx
f2x)0,0(f1

y)0,0(
y
fx)0,0(

x
f

!1
1)0,0(f)y,x(f

332

2

2
2

22
2

2

⎥
⎦∂∂∂

+
∂∂

+

⎤⎡
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+=

iale de care avem n voie, obţinem 

f3
x
f

!3
1

x!2

2
3

3
3

3

2

⎢
⎣

⎡ ∂
∂
∂

+

⎥
⎦

⎢
⎣∂

 (9.23)

 
După ce calculăm toate derivatele parţ e

)y  (9.24),x(R)yyx3(
6
1xyyysine 3

32x +−++=

 
9) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei →2  

03z2y2x2
xy2xz2yz2zyx2 222

=−+++
+−−−++

 (9.25)

ţionare a iei )x(z  din sistemul: 

⊂E:z
definită implicit de ecuaţia 

 
*) Determinăm punctele sta y,le funcţ

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

=
∂
∂

=
∂

0
y
z

0
x

 (9.26)

 
implicite. 

iferentiem (9.25) 
0dz) =

⎧∂z

 
Expresiile acestor derivate le obţinem cu ajutorul teoremei funcţiilor

 
D

2x2y2z2(dy)2x2z2y2(dx)2y2z2x4( +−−++−−++−−
 
Pentru 01xyz ≠+−− , ob

 

ţinem 

dy
1z

xzydx
1zyx
1yzx2dz

−−+ yx
1− − +

+
−−+
+−−

=  
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−+
+−

=
∂
∂

−−+
+−−

=
∂
∂

1zyx
1xzy

y
z

1zy
1yzx2

x
z

 

=+ 01
 ⇒  

⎩
⎨
⎧

−=
−=

3z3y
2z2x

 (9.28) 

ia (9.25) obţinem două puncte staţionare pentru 

⎩
⎨
⎧

=

=

y
x

1

1 2z1 =  

⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

2

2 1z2 =  

 
 

) Verificăm dacă aceste puncte staţionare sunt puncte de extrem local. 

−
x

(9.27) 

 
Din condiţiile (9.26) obţinem: 
⎧ −− zx2

⎩ =+−− 01xzy⎨
y

 
Ţinând sea

. 
ma şi de ecuaţ

funcţia z

3
2

 pentru 

0
0

 pentru 

**

Folosim matricea 

 196

⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝ ∂
∂

∂∂

∂∂
∂

∂

2

22

2

2

y
z

xy
z

yx
z

xA  ⎟
⎟

∂
=
⎜
⎛ ∂2z

şi obţinem 

⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎝

⎛

−

−

2
1

2

2
11

2,3,2(A ⎟
⎜
⎜= 1)      

0
2
1

01

2

1

>=Δ

>=Δ
 

 
)3,2()1 =  este punct de minim local. deci y,x( 1

⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜

⎜

⎝

⎛

−

−

22

11
⎟⎜= 11

2)1,0,0(A      
0

4

01

2 >=Δ
1

1 − <=Δ

)0,0()2 =  este punct de maxim local. 
 

 

 
deci y,x( 2
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10) Să se determine punctele de extrem local ale func 33 → . 
yxzxy)z,y,x(f ++= (9.29)

0z, > , care verifică condiţia 
1xyz =  (9.30)

măm funcţia a
)1xyz(yzxzxy)z,y,x(

ţiei :f
z  

în domeniul y,x

 
*) For jutătoare 

+ + λ −+=Φ  (9.31)

ctele sta nare folosind sistemul: 
 
pentru care determină unm p ţio

⎪

⎪

⎪
⎪

⎨

⎧

=

Φ∂

=
∂

=
∂
Φ∂

1xyz

0
y

0
x

 adică 
⎪

⎪
⎪
⎨

⎧

=λ++

=λ++

0xyyx
x

0yzzy

 (9.32)

ia x=1, y=1, 

⎪
⎪ Φ∂

=λ++ 0xzz

⎪
⎪ =
∂

0
z

⎪⎩ = 1xyz

⎩
 

z=1 pentru 2Sistemul (9.32) are soluţ λ = − . 

**) Verific  este punct de extrem local al funcţiei Φ . 

 
 

ăm dacă )1,1,1(
 
Având în vedere relaţia de legătură 1xyz = , funcţia Φ  o privim ca funcţie 
de două variabile, de exemplu 

yz
yz

)z,y( ++=Φ  

 
Folosim matricea 

11

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝ ∂∂∂ 32 zzyz

⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

=⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

Φ∂Φ∂
∂∂
Φ∂

∂
Φ∂

=
3

22

2

2

2

21

1
y
2

zyyA  

tunci 
02

2

1

=
>

a

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=
21

)1,1(A      
03 >

⎞⎛ 12
Δ

=Δ
 

 
Deci punctul 3)1,1,1( ∈  este punct  local (simplu) pentru funcţia 
Φ

de minim
e minim local condiţionat sau punct d  pentru funcţia f . 
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CAPITOLUL VII 
 
 

ŞIRURI ŞI SERII DE FUNCŢII 
 
 
 
 

7.1. Convergenţa simplă şi convergenţa uniformă a şirurilor 
de funcţii  
 
 
Noţiunea de şir poate fi extinsă de la şirurile numerice sau şirurile de 
vectori din n , la şiruri de funcţii. Vom considera mulţimea  

{ }∈k,m→⊂= E:ff n
kk  

 
∈Dacă definim o corespondenţă între numerele naturale k  şi funcţiile 

, putem spune că am definit şirul de funcţii notat prescurtat 
. 

∈kf
( ) Nkkf ∈

 
 

Definiţie:  
( ) Nkkf ∈  este convergent în punctul Spunem că şirul de funcţii 

, dacă şirul de vectori din m , (Ex0 ∈ ) Nk0k )x( ∈f  este convergent. 
(  se numeşte punct de convergenţă al şirului). 0x

 

 
Multimea  formată din toate punctele de convergenţă ale şirului de 
funcţii, se numeşte mulţime

EA ⊂
 de convergenţă a şirului. 

 
 

Definiţie:

 199

  
Funcţia  cu proprietatea  mnA:f →⊂ )x(f)x =(flim kk ∞→

pentru , se numeşte funcţie limită a şirului şi se foloseste Ax∈
notaţia f  (pentru fk → ∞→

k
k fflim k) sau =

∞→
. 

 

 
Pentru şirurile de funcţii putem defini o convergenţă simplă (punctuală) 
pentru fiecare punct Ax∈  luat separat, precum şi o convergenţă 
uniformă (globală) referitoare la ansamblul punctelor Ax∈ . 
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Definiţie:  
(Spunem că şirul de funcţii ) Nkkf ∈  converge simplu pe 

mulţimea A

 200

 către funcţia  şi notăm f

( ) ff
A

s

Nkk →∈             (1.1) 

dacă pentru orice  şi orice 0>ε Ax )x,(N∈ , există un rang ε  astfel 
încât pentru orice k  să avem )x,(N ε> ε<)x(f−)x(fk . 
 

 
 

Definiţie:  
(Spunem că şirul de funcţii ) Nkkf ∈  converge uniform pe 

mulţimea A către funcţia  şi notăm f

            (1.2) ( ) ff
u

ANkk →∈

dacă pentru orice ε  există un rang N0> )(ε  astfel încât pentru orice 
)(Nk ε> Ax∈ şi orice , să avem ε<)x(f−)x(fk . 

 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Din definiţiile date, observăm că în cazul convergenţei uniforme, rangul 

 depinde numai de alegerea lui )(N ε ε , de funcţia f  şi mulţimea , fiind 
acelaşi pentru orice . 

A
Ax∈

 

În particular, pentru un şir de funcţii ( ) Nkkf ∈  → f⊂ ( ) f
u

ANkk →∈

kf

I:fk

)(Nk

,  

graficele funcţiilor  pentru orice ε> , aparţin unui domeniu din 
plan cuprins între graficele funcţiilor ε−f  şi ε+f  pentru orice Ix∈ . 
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( ) Nkkf ∈ f A2) Orice şir  uniform convergent către  pe mulţimea  este şi 
simplu conevrgent către f  pe această mulţime. În general, reciproca nu 
este adevărată. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
În continuare, vom da două criterii de convergenţă pentru şirurile de 
funcţii: 
 
 

Criteriul lui Cauchy 
 Fie şirul ,  şi ,  ( ) Nkkf ∈

n
k E:f ⊂ EA ⊂m→ E:f ⊂ mn →

(mulţimea de convergenţă). 
 

Şirul de funcţii  dacă şi numai dacă pentru orice  există ( ) f
A

s

Nkk →∈ 0>εf

un rang  astfel încât pentru orice )(N ε )(Np,k ε> Ax∈ şi orice  să 

avem ε<)x− (f)x(f pk . 
 

 
Demonstraţie: 

“ ” Din   pentru ⇒ ff
A

s
→

(

( ) Nkk ∈

)def

⇒ )(∀  0>ε  )( )(N∃  ε  astfel încât pentru 

  şi (  )(∀ )(εN>k )∀ x A∈  să avem 

2
)x(f)x(fk

ε<−

p )

 (1.3)

 
Pentru  şi )ε ((N> Ax∀  ∈  putem scrie o condiţie asemănătoare 

2
)x(f)x(fp

ε
<−  (1.4)

 
Folosim (1.3), (1.4) şi calculăm 

ε ε
<−+−≤− )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f pkpk + ε=

22

p

 

 
pentru orice )(N,k ε>  şi )( Ax∀  ∈ . 
 
“ ” Conform condiţiei ⇐ ε<− )x(f)x(f pk )p ε ) pentru orice  şi ((N>,k ∀  

 putem spune că şirul de vectori din Ax∈ m , ( ) N∈kk )x(f  este un şir 
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mn → )x(f)x
Cauchy, deci convergent. Prin urmare, putem determina o funcţie 

 astfel încât A:f ⊂ (flim kk
Ax=

∞→
 pentru orice ∈ . 

 
Deocamdată putem afirma că 

( )f Nkk ∈

p

( )pk ff −

f
s

A
→

)(N ε>
s

ANk
ff −→

∈

x

 (1.5) 

 
Fie un . Din (1.5) avem: 

p

)(Np,k ε>

 (1.6) 

 
Cum pentru orice  şi orice A ε<)x(p∈  avem − f)x(fk , 
prin trecere la limită avem 

ε<− )x(f)x(f p

)(N ε>

Nkk ∈

   )(∀ Ax∈

f
u

A
→

(1.7) 
 
Cum  a fost arbitrar ales, conform definiţiei, putem trage 

concluzia că ( )  

p

f

 
 

Criteriul comparaţiei 
 Fie şirul ( ) ,  precum şi un şir de numere Nkkf ∈ k E:f,f ⊂ mn →
pozitive ( ) . Nkka ∈

 
Dacă: 
 1) alim

k
=  0k∞→

 2) ka≤ (k )x(f)x( )f −  ∀  Ax∈  şi )(∀  Nk∈  
 

Atunci ( ) . ff
A

u

Nkk →∈

 

 

Din   pentru (  0=
(

alim k∞→k

)def

⇒ )∀ 0>ε  )( )(N∃  ε  astfel încât pentru (  

 avem . 

)∀

a)(εNk > ε<k

 
Atunci putem scrie ε<≤− kk a)x(f)x(f  pentru )(∀  )k (N ε>  şi  

. Rezultă ( ) . 

)(∀

Ax∈ f
A

u

Nkk →∈f
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( ) Nkkf ∈  care se transmit funcţiei limită Proprietăţi ale funcţiilor şirului f  
sunt date de următoarele teoreme: 
 
 

Teorema 1 
 Fie şirul , ,  mulţimea de ( ) Nkkf ∈ k E:f,f ⊂ mn → EA ⊂
convergentă. 
 
Dacă: 

1) ( )  ff
A

u

Nkk →∈

2) f  sunt continue în xk A0 ∈  ( Nk∈ ) 
 
Atunci: f  este continuă în . 0x
 

 
Demonstraţie: 

Din   pentru ( ) Nkk ∈ ff
A

u
→

( )def

⇒ )(∀  0>ε  )( )(N ε  astfel încât pentru ( )∃  ∀  

 şi (   avem )(εN>k )∀ Ax∈

3
)x(f)x(fk

ε
<−

Ax0

 (1.8)

 
∈  avem: În particular, pentru 

3
)x(f)x(f 00k

ε
<−

0x
(

 (1.9)
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Din  continuă în   pentru 
)def

⇒ )(∀  0>ε  )( )(kf ∃  εδ  astfel încât pentru 

 , )∀ x∈( A εδ<0x−x  avem 

3
)x(f)x(f 0kk

ε
<−  (1.10)

 
Folosind aceste trei inegalităţi, deducem că pentru Ax∈ , εδ<− 0xx  
avem 

ε=ε+ε+ε<

−+−+−≤−

333

)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f 0k0kkk0 <)x(f 0
 

 
f  este continuă în . 0xdeci 
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 

Această proprietate ne arată că dacă , atunci în orice punct 

 în care toate funcţiile  sunt continue, are loc relaţia de 
permutabilitate a limitelor 

( ) f
A

u

Nkk →∈

Ax0 ∈

)x(flimlim)x(flimlim kxxkkkxx 00 →∞→∞→→
=

f

kf

 (1.11) 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Teorema 2 
 Fie şirul ( ) Nkkf ∈ , →⊂I:f,fk . 
 
Dacă: 

 1) ( )  f
I

u

Nkk →∈f

 2) f  continue pe , kk I N∈  
Atunci: pentru orice interval [ ] I, ⊂βα  are loc egalitatea 

∫
β

α

dx)x(f∫
β

α
∞→

=dx)x(flim kk
        (1.12) 

 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Această proprietate ne arată că putem calcula aproximativ integrala pe 

 a funcţiei limită , calculând integrala funcţiei  care reprezintă o 
aproximaţie a funcţiei 
[ ]βα, f kf

(f . Condiţia esenţială este ca şirul ) Nkkf ∈  să 
conveargă uniform către f . 
 
Egalitatea (1.12) se mai scrie: 

[ ] ∫∫
β

α
∞→

β

α
∞→

= dx)x(flimdx)x(flim kkkk
 (1.13) 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Demonstraţie: 
Din  continue pe , rezultă, conform primei proprietăţi, că kf I f  este 
continuă pe , deci integrabilă pe I . I
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( ) f
I

u

Nkk →∈ 0>

)(ε (N

Din , conform definiţiei, putem spune că pentru orice ε  

 un rang N  astfel încât pentru orice k

f

)(∃ )ε> I şi orice  avem x∈

α−β
ε

<− )x(f)x(fk  (1.14)

 
Calculăm: 

[ ] ε=
α ∫

β

ααα

dxdx)x(f)x(fdx)x(f)x(fdx)x(fdx)x(f kkk

x∈ ε> Nk

∫
β

α

dx)x(f

−β
ε<−≤−=− ∫∫∫∫

β

α

β

α

ββ

 

 
pentru orice  şi orice . Rezultă că: I

∫
β

α
∞→

=dx)x(flim kk
 

 
Consecinţă: 
Dacă notăm 

∫
x

x
∫=
x

x 0

dt)t(f

[ ]

=k )x(F k

0

dt)t(f )x(F şi  

unde , 0x βα∈ ,

( ) )x(F)x(F
],[

u

Nkk βα∈ →

x , atunci avem: 

 (1.15)

 
Se reia demonstraţia teoremei înlocuind pe α  cu  şi pe  cu . Se 

obţine 
0x β x

ε<− )x(F)x(Fk k pentru )(N ε>  şi )(∀  [ ]βα∈ ,x . 
 
 

Teorema 3 
 Fie şirul ( ) , Nkkf ∈ →⊂I:fk . 
Dacă: 
 a) f  sunt derivabile cu fk k′  continue pe I  
 b) pentru x  şirul I0 ∈ ( ) Nk0k )x( ∈f  convergent 

 c) ( )  g
I

u

Nkk →′ ∈f

Atunci: 

 a) ( ) →  f
I

u

Nkk ∈f

 b) f  este derivabilă pe  şi I gf =′  pe . I
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Această teoremă ne spune că în condiţiile impuse, avem: 
( ) '

kk

'
kk

flimflim
∞→∞→

=  (1.16) 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Demonstraţie: 

Avem  cu )x(f 0kdt)t(f)x(f
x

x

'
kk

0

+= ∫ Ix,x0 ∈  şi prima afirmaţie rezultă din 

consecinţa teoremei precedente. Tot de acolo rezultă că 

, deci )fdt + x( 0)t(g)x(f
x

x 0

= ∫ f  este derivabilă şi . gf ' =

 
 

7.2. Aproximarea uniformă a funcţiilor continue 
 
 
În unele cazuri se pune problema aproximării (uniforme) a unei funcţii cu 
altele aparţinând unei mulţimi mai restrânse de funcţii. 
Un exemplu este dat de: 
 
 

Teorema lui Weierstrass 
[ ]f  continuă pe un interval compact ⊂= Orice funcţie b,aI  este 

limita uniformă pe  a unui şir de polinoame I ( ) NkkP ∈ , adică există un şir 
de polinoame care converge uniform pe  către I f . 

( ) f
I

u

Nkk →∈P  
 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Teorema afirmă doar că pentru o funcţie continuă există un şir de 
polinoame uniform convergent către f , dar nu ne dă un procedeu de 
calcul pentru aceste polinoame. 
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b) Pentru o funcţie f  continuă pe  se pot determina mai multe şiruri de 
polinoame care să conveargă uniform către 

I
f . 

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Polinoamele lui Bernstein formează doar unul din aceste şiruri. În cele 
ce urmează vom arăta cum se construiesc aceste polinoame. 
 
Considerăm cazul [ ] [ ]1,0b,a = . 
 
Pentru fiecare , fie polinomul Nk∈

 207

∑
=

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

k

0n

nkn
k

*
k )x1(C

k
nf)x(P

Nk

 (2.1)

 
∈  avem egalitatea Observăm că pentru orice 

1)x1(xC
0n

nknn
k =−∑

=

−

( )[ ] k x1−

kx)x1(xnC
k

0n

nknn
k =−∑

=

−

k

 (2.3)

 
care se obţine aplicând formula binomului lui Newton pentru .  x +
 
Atunci, putem stabili egalitatea 

 (2.4)

 
Într-adevăr, avem 

1) p1k =−−

kxp1k =−− kx

1pn += n
k

1n
1k nC=−
−

2
k

0n

nknn
k x)1k(k)x1(xC)1n(n −=−−∑

=

−

x1(xC
1k

0p

pp
1k −∑

−

=
−  sau 

)x1(xkxC
1k

0p

pp
1k −∑

−

=
−  (prin înmulţire cu ) 

 
Punând  şi având în vedere că , rezultă (2.4). kC
 
De asemenea, avem şi egalitatea 

 (2.5)

 
Înmulţim (2.3) cu k , (2.4) cu 22x )1kx2( −−  şi adunăm rezultatele cu (2.5). 
Obţinem: 

)x1(kx)x1(xC)kxn(
k

0n

nknn
k

2 −=−−∑
=

−  (2.6)
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0)x1 ≥−Deoarece  pentru orice (kx ∈ , acestă funcţie având un 

maxim pentru 
2
1x = , deducem: 

4
k)x1(xC)kxn(

k

0n

nknn
k

2 ≤−−∑
=

−  (2.7) 

 
Înmulţim (2.3) cu  şi apoi scădem (2.1) din rezultatul obţinut. )x(f

∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−

k

0n

nn
k

*
k xC

k
nf)x(f)x(P)x(f −− nk)x1(

)x nk ≥−

 (2.8) 

 
[ ]1,0xDeoarece  pentru 01(xC nn

k − ∈ , avem  

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≤−

k

0n

nn
k

*
k xC

k
nf)x(f)x(P)x(f −− nk)x1(  (2.9) 

 
Pe de altă parte, funcţia f  fiind uniform continuă pe [ , pentru orice 

 există un 

]1,0

0>ε 0>δε  astfel încât 
2

)x(f)x(f ε
<′′−′  dacă εδ<′′−′ xx

]1,0
0M >

. 

 
De asemenea, f  fiind funcţie continuă pe compactul [  este şi 
mărginită pe acest interval, deci există un număr  astfel încât 

M)x(f ≤ [ ]1,0x∈

x ]1,0

21 SS +

 pentru orice . 
 
Să considerăm o valoare fixă, dar arbitrară a lui  în [ . 
 
Dacă S  este suma din inegalitatea (2.9), fie descompunerea S =  
unde  este suma termenilor corespunzători valorilor lui  pentru care 1S n

εδ<−
k
nx 2, iar S  este suma celorlalţi termeni. Avem 

2
)x nk−1(xC

2
S

k

0n

nn
k1

ε=−ε< ∑
=

)(, ∀  Nk∈ . 

 

Deoarece M2≤
k
nf)x(f ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−  iar 1)kx

22

2
≥

δ
−

εk
n(  şi ţinând seama de (2.7), 

rezultă 

2
n

k2
M

ε

−

δ
<

k

0n

knn
k

2
22

k

0n

nknn
k22

2

2 )x1(xC)kxn(
k

M2)x1(xMC2
k

)kxn(S
=ε=

−

ε

−−
δ

=−
δ

−≤ ∑∑  
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Notând 
εεδ

=
Mk0 , avem 

2
εS2 < 0kk >

0kk >

 pentru . 

 
Deci, putem spune că pentru  avem 

ε=
ε

+
ε

<+=
22

SSS 21 , adică  ε<) [ ]1,0x−)x(f )(x(P*
k  ∀  ∈ . 

deci şirul de polinoame ( ) f
]1,0[

u

Nk
* →∈Pk  

În cazul unui interval oarecare [ ]b,a
(+

, se face schimbarea de variabilă 
[ ]1,0yy)ab −ax =  cu ∈  (2.10)

 
)y)ab(a(f)y(gFuncţia −+=

P
]1,0[

u

Nk
*
k →∈

 este continuă pe [ , deci şirul de 

polinoame ( )  

]1,0

g

 
Notând 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

ab
ax*

k

f
]b,a[

u

Nk →∈

= P)x(Pk  (2.11)

 

rezultă că  ( )  Pk

 
 

7.3. Convergenţa simplă şiconvergenţa uniformă a unei serii 
de funcţii 
 
 

( ) Nk∈ k E:f ⊂Pornind de la şirul de funcţii kf mn → cu , putem 

considera seria de funcţii  formată cu ajutorul termenilor şirului. De 

asemenea vom considera sumele parţiale  

∑
∞

=1k
kf

)N∑
=

=
n

1k
kn fs n( ∈ , deci pentru 

fiecare  vom obţine o Nn∈ funcţie: 
 

m→ )x(sn =n ) Exn E:s ⊂  cu , x(f
n

1k
k∑

=

∈ . 
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Definiţie:  

Seria de funcţii  este ∑
∞

=1k
kf convergentă într-un punct , Ex0 ∈

dacă şirul sumelor parţiale ( ) Nnns ∈  este un şir de funcţii convergent 
în x0. În acest caz, spunem că x0 este punct de convergentă al seriei. 
 Mulţimea  formată din toate punctele de convergentă a EA ⊂

seriei  se numeşte ∑
∞

=1k
kf mulţimea de convergentă a seriei de funcţii. 

 

 
 

Definiţie:  

Seria de funcţii  este ∑
∞

=1k
kf absolut convergentă în x0∈E, dacă 

seria de vectori din m , ∑  este absolut convergentă. )x(f 0
1k

k

∞

=
 

 
 Ca şi în cazul şirurilor de funcţii, în cazul unei serii de funcţii 
putem defini noţiunile de convergenţă simplă (punctuală) şi convergenţă 
uniformă (globală). 

 Fie seria  cu , funcţia  şi 

 mulţimea de convergenţă a seriei. 

∑
∞

=1k
kf k E:f ⊂ m E:f ⊂n → mn →

EA ⊂
 
 

Definiţie:  

Seria de funcţii  converge simplu (uniform) pe mulţimea ∑
∞

=1k
kf

 către funcţia f  (notăm ) dacă şirul sumelor parţiale ∑
∞

=1k
kf ⎯⎯→⎯

A

)u(s fA

( ) Nnns ∈  converge simplu (uniform) pe mulţimea A  către f . 
 

 
f  se numeşte suma seriei de funcţii pe mulţimea A

 210

Funcţia  şi notăm 

ff
1k

k =∑
∞

=

 

 
Fie seria de funcţii 
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...f pn ++ +...ff 2n1n
1nk

++= ++

∞

+=
∑  (3.1)

 

numită restul de ordinul n al seriei . Dacă această serie este 

convergentă pe mulţimea , vom nota cu  suma sa. Astfel obţinem 
funcţia  cu 

∑
∞

=1k
kf

A nR
n →

) Ax

m
n A:R ⊂ E ⊂

∑
∞

+= 1nk
k x(f=n )x(R , ∈  

 
 

Propoziţia 1 

 Seria ⎯∑  dacă şi numai dacă restul său de orice rang ff
A

)u(s

1k
k ⎯⎯ →

∞

=

n,  
A

)u(s

1nk
kf ⎯⎯→⎯∑

∞

+=
 

 
Demonstraţie: 

Pentru seria ∑ , fie suma parţială , iar pentru seria  , 

fie suma parţială σ . 

∞

=1k
kf ∑

=

=
m

1k
km f ∑

∞

+= 1nk
kf

∑
+

+=

=
pn

1nk
p f

pnpn ss σ+=+

s

k

 
Între aceste sume parţiale putem scrie relaţia: 

 (3.2)
 
Din această egalitate deducem că şirul de funcţii ( )

A

)u(s
N

⎯⎯→⎯
ppns
∈+  dacă şi 

numai dacă şirul ( )
A

)u(s
N

⎯⎯→⎯

A

)u(s
k ⎯⎯→⎯

A

)u(s
k ⎯⎯→⎯

A
A

)u(s
k ⎯⎯→⎯

A

ppσ ∈
. 

 

Altfel spus, seria  dacă şi numai dacă seria . 
1k

f∑
∞

= 1nk

f∑
∞

+=

 
Din demonstraţie rezultă că, dacă un singur rest converge simplu 

(uniform) pe , atunci seria . În această situaţie, putem 

afirma că orice rest converge simplu (uniform) pe . 
1k
f∑

∞

=
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Dacă notăm cu f  suma seriei ∑  şi cu  suma resturilor de ordinul 

,  atunci avem relaţia: 

∞

=1
kf

k
nR

n ∑
∞

=k

nn Rsf +=
+1n

kf

 (3.3) 
 
 

Propoziţia 2 

 Seria f∑  dacă şi numai dacă şirul resturilor f
A

)u(s

1k
k ⎯⎯→⎯

∞

=

( )R Nnn ∈ 0
A

)u(s⎯⎯→⎯  
 

 
Demonstraţie: 
Din egalitatea (3.3) avem: 

nn sfR −=  (3.4) 
 

“⇒ ” Conform definiţiei,   şirul f ⇒f
1k

k∑
∞

=
A

(s⎯ )u⎯⎯→ ( )s Nnn ∈ f)u⎯⎯→ ⇒
A

(s⎯   şirul 

  şirul ( )fs Nnn − ∈ 0
A

)u(⎯⎯→ ⇒s⎯ ( ) Nn∈ 0
A

)u(s⎯⎯→⎯R n  

 
“⇐ ” Demonstraţia foloseşte tot egalitatea (3.4). 
 
Având în vedere faptul că convergenţa uniformă a unei serii de funcţii 
implică convergentă simplă, vom da două criterii de convergentă 
uniformă. 
 
 

Criteriul lui Cauchy 

 Seria de funcţii  dacă şi numai dacă pentru orice  
A

u

1k
kf ⎯→⎯∑

∞

=

0>ε

există un rang  astfel încât pentru orice )(N ε (Nk )ε> 1p ≥, orice  

)Np( ∈ x şi orice  avem A∈ ε<+++ ...)x(2+ ++ x(ff)x(f pkk1k ) . 
 

 
Demonstraţia: rezultă din criteriul lui Cauchy aplicat şirului sumelor 
parţiale deoarece: 

)x(s)x(s)x(f...)x(f kpkpk1k =++ +++ −  (3.5) 
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Criteriul lui Weierstrass 

 Fie seria ∑  cu  şi seria numerică  cu 
∞

=1k
kf mn

k E:f →⊂ ∑
∞

=1k
ka

+∈ka  
 
Dacă: 

 a) ∑a  este convergentă 
∞

=1k
k

 213

 b) kak )x( ≤ )f  pentru (∀  Nk∈  şi )(∀  EA ⊂x∈ . 

Atunci: seria  converge uniform pe mulţimea . ∑
∞

=1k
kf A

 

 
Demonstraţie: 
 

Din  convergentă  pentru ∑
∞

=1k
ka ⇒ )(∀  )(0>ε  ∃  un rang  astfel 

încât pentru  

)(N ε

)∀ k( )(N ε>  şi )(∀   1 p(p ≥ )N∈  avem 
+++ +++ pk2k1k a...aa < ε  (3.6)

 
Putem scrie că 

ε<+++≤

+++≤+++

+++

+++++

pk2k1k

2k1kpk2k1k

a...aa
...)x(f)x(f)x(f...)x(f)x(f ≤+pk )x(f

 

 
pentru  k , )(∀ ) )((N ε> ∀   1 p(p ≥ )N∈  şi )(∀  x A∈ . 
 

Rezultă, conform criteriului Cauchy că seria  converge uniform pe 

mulţimea . 

∑
∞

=1k
kf

A

kf

 
Ca şi în cazul şirurilor de funcţii, seriile de funcţii se prezintă ca un 
procedeu de descriere aproximativă a funcţiei sumă. De aceea, prin 
teoremele următoare, vom sublinia proprietăţi ale funcţiilor  (termenii 
seriei) care se transmit funcţiei sumă f . 
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Teorema 1 

 Fie seria ∑  cu  şi . 
∞

=1k
kf k A:f ⊂ mn → A:f ⊂ mn →

Dacă: 

 a) seria f ⎯∑  
A

u
k f⎯→

1k

∞

=

 b) f  sunt funcţii continue în k Ax0 ∈  
Atunci: funcţia f este continuă pe  0x
 

Într-adevăr, să considerăm sumele parţiale . Acestea sunt 

funcţii continue în  şi din faptul că şirul 

∑
=

=
n

1k
kn f

0x

s

( )nns ∈ A

u
N f⎯→⎯ , conform 

teoremei corespunzătoare de la şirurile de funcţii, deducem că f  este 
continuă în . 0x
 
 

Teorema 2 

Fie seria  cu ∑
∞

=1k
kf →⊂I:f,fk . 

 
Dacă: 

 a) ⎯∑  
I

u
k f⎯→

1k

f
∞

=

 b) f  sunt funcţii continue pe I  k

 
Atunci: pentru orice interval [ ] I, ⊂βα  avem: 

∑∫
∞

=

β

α

=
1k

dx)x(f ∫
β

α
k dx)x(f           (3.7) 

 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Egalitatea (3.7) se mai poate scrie: 

∑∫∫ ∑
∞

=

β

α

β

α

∞

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1k
k

1k
k dx)x(fdx)x(f  (3.8) 
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astfel că această teoremă se mai numeşte teorema de integrare termen 
cu termen a seriilor de funcţii 
 
Pentru demonstraţie se aplică teorema corespunzătoare şirului sumelor 
parţiale ( ) . Nnns ∈

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Teorema 3 

Fie seria  cu ∑
∞

=1k
kf →⊂I:fk . 

Dacă: 

 215

 a)  sunt derivabile cu kf kf ′  continue pe I 

 b) pt. Ix ∈ , seria  este convergentă 0 )x(f 0
1k

k∑
∞

=

 c) ⎯∑  g
I
u

k ⎯→′f
1k

∞

=

Atunci: 

 a) ⎯∑  ff
I
u

k ⎯→
1k

∞

=

 b) f  este derivabilă pe  şi I g'f =  pe . I
 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Această teoremă ne spune că în condiţiie impuse avem: 

∑∑
∞

=

∞

=

′=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1k
k

1k
k ff  (3.9)

 
de aceea, această teoremă se numeşte teorema de derivare termen cu 
termen a seriilor de funcţii 
 
Pentru demonstraţie, aplicăm teorema corespunzătoare şirului sumelor 
parţiale ( ) . Nnns ∈

------------------------------------------------------------------------------------------  
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7.4. Serii de puteri 
 
 

O serie de funcţii  în care ∑
∞

=0k
fk →: kk C)x(f =fk , , , 

 şi 

k) 0k ≥0xx( −

kC ∈0x  (date) se numeşte serie de puteri şi o notăm cu: 
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∑
∞

=

−
0k

k
0k )xx(C

 
Sumele parţiale ale unei serii de puteri sunt polinoame şi de aceea, dacă 
o funcţie este aproximată prin sumele parţiale ale unei serii de puteri, atât 
calculul valorilor funcţiilor aproximate cât şi derivarea sau integrarea 
termen cu termen se efectuează foarte uşor. 
 
Despre mulţimea de convergenţă, , a unei serii de puteri putem spune 
că 

A
0A /≠ 0x deoarece ea conţine cel puţin punctul . Informaţii ne sunt 

date de: 
 
 

Teorema lui Abel 

 Pentru orice serie de puteri ∑  există un număr 
∞

=0k
kC − k

0 )xx( R  

numit raza de convergenţă )R0( +∞≤≤  astfel încât avem: 
1) pentru orice ∈x  cu Rxx 0 <− , seria este absolut convergentă 

 b) pentru orice ∈x  cu Rxx 0 >− , seria este divergentă 

c) pentru orice ∈x  cu Rrxx 0 <≤− , seria este uniform 
convergentă 

 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Intervalul  se numeşte )Rx, 0 +Rx( 0 − interval de convergenţă al seriei 
de puteri. 
2) Teorema nu ne spune care este natura seriei la capetele intervalului de 
convergenţă. Verificarea se face direct. 
3) Dacă ⊂A

[ ]Rx,R 0

 este mulţimea de convergenţă a seriei, atunci 
( ) xAR 00x,Rx0 +−⊆⊂+− . 

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Demonstraţie: 
1) Fie un punct ∈1x  în care seria de puteri este convergentă şi arătăm 
că pentru orice 

 217

∈x  pentru care 01 xx −<

− k
01 )xx ⇒

0xx −  seria este absolut 
convergentă. 
 

Din  convergentă  şirul ∑
∞

=0k
k (C ( ) 0Nk →∈)xx(C k

01k −

⇒ )(

 

(conform condiţiei necesare de convergenţă)  ∃   astfel încât: 0M >

M)xx(C k
01k ≤− )( ∀  Nk∈  (4.1)

 
Calculăm: 

k

1

0
k

01

0k
01k

k
0k xx

xxM
xx
xx)xx(C)xx(C

−
−

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

⋅−=− Nk∈
k

0
Mq= ,  

Dar pentru 0x10 xxx −<− )1,0( avem q∈ . 
 
Folosim criteriul comparaţiei de la seriile cu termeni pozitive, din 

convergenţa seriei geometrice cu raţia subunitară, , rezultă că seria ∑
∞

=0k

kq

∑
∞

=0k
kC − k

0 )xx( − k
0 )xx( este convergentă, deci seria  este absolut 

convergentă. 

∑
∞

=k 0
kC

 
Dacă ⊂A  este mulţimea de convergenţă a seriei de puteri, notăm 

0iA
xx −

x
maxR

i

=
∈

 

 
Conform celor demonstrate, putem spune că seria este absolut 
convergentă pentru orice ∈x  cu Rx0 <−x . 
 
2) Fie un punct ∈2x  în care seria este divergentă şi arătăm că pentru 
orice ∈x  cu 02 xx −

x
2x

0xx >−  seria este divergentă. 
 
Într-adevăr, dacă  ar fi punct de convergentă pentru serie, conform 
rezultatului precedent, ar trebui ca să fie punct de convergenţă ceea 
ce este fals. 
Rezultă că pentru orice ∈x  cu Rx0 >−x  seria este divergentă. 
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3) Fie ∈x  pentru care Rrxx 0 <≤− . Calculăm 

k
k

k rC)xx(C ≤−⋅= 0k
k

0 )xx( −kC . Cum seria ∑  este 

convergentă fiind seria modulelor seriei de puteri calculate în punctul 
 pentru care 

∞

=0k

k
k rC

)Rx, 0 +Rx1 x( 0 −∈ rx0 =−x1 , convergenţa uniformă 
rezultă din criteriul lui Weierstrass. 
 
Referitor la calculul razei de convergenţă pentru o serie de puteri, 
răspunsul este dat de: 
 
 

Teorema Cauchy-Hadamard 
 Dacă R  este raza de convergenţă a seriei de puteri 

∑
∞

=0k

− k
0 )xCk x(  atunci: 

k
kk

Clim
1

∞→

R =  

 

 
Demonstraţie: 
Considerăm seria modulelor şi aplicăm criteriul radicalului pentru seriile 
cu termeni pozitivi. 

LCk =

1L

limxx)xx(Clim k
k0

k k
0kk

⋅−=−
∞→∞→

 

 
Conform criteriului, seria este convergentă dacă < , adică 

k
kk

Clim
1

∞→

1L >

0xx <− . 

 
De asemenea seria este divergentă dacă , adică 

k
kk

Clim
1

∞→

0xx >− . 

 
Conform teoremei lui Abel, rezultă că: 

k
kk

Clim
1R

∞→

=  (4.2) 
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k
0 )x(Fie seria de puteri , ∑

∞

=0k
kC −x R  - raza de convergentă,  - 

mulţimea de convergenţă şi funcţia sumă 

A

→⊂

∑
∞

=

−=
0k

k
0k )xx(C)x(S Ax

A:S  cu 

∈  (4.3), 

 
Din proprietăţile seriilor de funcţii uniform convergentte, putem reţine 
următoarele 
 
Proprietăţi ale seriilor de puteri 
 
 
1) Suma unei serii de puteri este o funcţie continuă în toate puncctele de 
convergenţă. 
 
Astfel, dacă cunoaştem suma seriei numai pentru puncte 

 şi dacă, de exemplu, )Rx, 0 + Rx0Rx(x 0 −∈ −  este punct de 
convergenţă al seriei, atunci avem posibilitatea de a calcula suma seriei 
şi în acest punct prin trecere la limită. 

)x(Slim)Rx(S
Rxx0

0 −→
=−  (4.4)

 
2) Seria derivatelor are aceeaşi rază de convergenţă. Funcţia sumă  
este derivabilă pe intervalul de convergenţă şi derivata 'S  este egală cu 
suma derivatelor. Putem scrie: 

S

[ ]−
' k

0 )x

[ ] ∑∑
∞

=

−
∞

=

−=−=
1k

1k
0k

0k

' k
0k )xx(kC)xx(C)x('S

∑∑
∞

==

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∞

0k
k

' 

0k

k
0k x(C)xx(C  adică 

 (4.5)

)Rx,Rx(x 00 +−∈

∞

pentru  
 

Într-adevăr, dacă pentru seria  raza sa de convergenţă 

este 

∑
=0k

kC − k
0 )xx(

k
kk

Clim
1

∞→

−− 1k
0 )xxR = , pentru seria derivatelor, , putem 

spune că raza de convergentă  este 

∑
∞

=0k
k (kC

1R

R
C

1
k

k

=
limClimklim

1
Cklim

1R
k

k
kk

k
k

k
kk

1 =
⋅

==
∞→∞→∞→∞→
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x( − k
0 )xx(

1R

− k
0 )xx)(

R

x(

3) Dacă seriile de puteri  şi  au razele de 

convergenţă  respectiv , atunci 

∑
∞

=0k
ka

2R

− k
0 )x ∑

∞

=0k
kb

 

*) Seria sumă  are raza de convergenţă 

 

∑
∞

=

+
0k

kk ba(

}R, 21min{R ≥
 

**) Seria  cu ∑
∞

=

α
0k

ka − k
0 )x ∈α , are raza de convergenţă R 1R= . 

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

Pentru seria ∑
∞

=0k

k

k
x  să se determine mulţimea de convergenţă precum şi 

suma sa pe această mulţime. 
 
a) Calculăm raza de convergenţă: 

1klim

k
1lim

1R k
k

k
k

===
∞→

∞→

 

 
Prin urmare, intervalul de convergenţă al seriei este ( )1,1− . 
 
 
b) Determinăm mulţimea de convergenţă , verificând natura seriei la 
capetele intervalului de convergenţă. 

A

1x −=

 

În  seria este ∑
∞

=

−

1k

k

k
)1(

1x =

 şi este convergentă fiind seria armonică 

alternată. 
 

În  seria este ∑
∞

=1k k
1

)1,1[A −=

, deci divergentă 

 
Rezultă că mulţimea de convergenţă este 
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c) Calculăm suma seriei în punctele de convergenţă 
 
Pentru x∈(-1, 1) notăm 

 221

∑
∞

=

=
1k

k

k
x)x(S  (4.6)

 
Deoarece pe orice compact din acest interval seria este uniform 
convergentă, putem folosi teorema de derivare termen cu termen a 
seriilor şi avem 
 

x1
1x

k
x)x(S

1k

1k

1k

k

−
==

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ ∑∑

∞

=

−
∞

=

 (4.7)

 
deoarece am obţinut o serie geometrică cu raţia subunitară. Prin 
intergrare, avem 
 

∫ +−−=
−

= Cx1ln
x1

dx)x(S  

x 0x

(4.8)

 
Determinarea constantei arbitrare C  se poate face dând o valoare 
particulară lui . Folosind (4.6) şi (4.8), pentru = , obţinem .  0C =
 
Deci, 

x1ln)x(S −−= )1,1(x −∈  (4.9) pentru 

x1ln
k
x

1k

k
−−=∑

∞

=

 pentru x )1,1(−∈  (4.10)

 
Deoarece  este punct de convergenţă al seriei, putem obţine şi 

suma seriei numerice 

1x −=

∑
∞

=

−

1k

k

k
)1(  folosind continuitatea în -1 a funcţiei sumă 

2ln) −=x(Slim
k

)1(
1x1k

k

=
−

−→

∞

=
∑  

 
Deci 
 

2ln
k

)1(
1k

k

−=
−∑

∞

=

 (4.11)

---------------------------------------------------------------------------------------------  
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7.5. Dezvoltarea unei funcţii în serie Taylor 

 
 
Fie o funcţie →⊂ Ix0I:f  indefinit derivabilă în punctul ∈ . Cu 
ajutorul ei, putem construi seria de puteri. 

∑
∞

=

−
0k

k
0

0
)k(

)xx(
!k

)x(f
 (5.1) 

 
unde coeficienţii ∈kC  sunt daţi de 

!k
)C 0

k = N∈
x(f )k(

, k  (5.2) 

 
Seria (5.1) se numeşte seria Taylor a funcţiei f în punctul x0. 
 
Seria (5.1) are o rază de convergenţă R , )R0( +∞≤≤ , o mulţime de 
convergenţă, , care conţine cel puţin punctul  şi un interval de 
convergenţă . 

A 0x
)R+

A

A⊂x,Rx( 00 −
 
Suma S  a seriei (5.1) este o funcţie definită pe mulţimea , 

∑
∞

=

−=
0k

k
0

0
)k(

)xx(
!k

)x(f)x(S x A∈  (5.3) , 

 
Putem scrie 

∑∑
∞

+==

+−=
1nk

0
)k(

− k
0

0k
0 )xx(

!k
)x(f)xx(

!k
)x(S

)x()x(S)x(S nn

n
0

)k( )x(f k  

 
adică 

+= ρ A, x∈

n )x(n

 (5.4) 
 
unde  este suma parţială de ordinul , iar n)x(S ρ  este restul de 
ordinul  al seriei. n

( ) SNn →∈ A

0x
)x(R)x(T)x(f nn += Ix∈

 
Evident  pe mulţimea . Sn

 
Formula lui Taylor de ordinul n  ataşată funcţiei f  în punctul  se scrie: 

,  (5.5) 
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unde ∑
=

=
n

0k

0
)x(

n !k
)x(f)x(T − k

0 )xx( n

)x(R n n

IAx ∩∈
)x(R n+

(S)x

 este polinomul Taylor de gradul , iar 

 este restul de ordinul  al formulei lui Taylor. 
 
Pentru , relaţia (5.5) se scrie: 

)x(S)x(f n=  (5.6)
 

IAxSe pune întrebarea dacă )x(f ∩=  pentru ∈ , adică dacă suma 
seriei Taylor (5.1) pe mulţimea IA∩  este chiar funcţia f . Răspunsul 
este dat de următoarea teoremă: 
 
 

Teoremă 
f  în  este convergentă într-un punct 
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 Seria Tylor a funcţiei 0x
 către valoarea  a funcţiiei )x(f f  în , dacă şi numai dacă IAx ∩∈ x

valorile în  ale resturilor  ale formulei lui Taylor formează un şir x nR
( nR ) Nn)x( ∈  convergent către zero. 

 

 
Demonstraţie: 
 
Într-adevăr, din egalitatea (5.6) deducem 

IAx ∩∈  )x(R n=)x(S)x(f n− , 
[ ])x(S)x(flim

nnn ∞→
=− )x(Rlim n∞→

IAx

 

∩∈  )x(Rlim n∞→
)x(S)x(f

n
=− , 

 
Deci   )x(S ⇔ Rlim

n
)x =(f 0)x(n =

∞→
 )(∀  IAx ∩∈ . 

 
Egalitatea: 

∑
∞

=

− k
0 )xx(=

0k

0
)k(

!k
)x(f)x(f IA, x ∩∈  (5.6)

 
se numeşte formula de dezvoltare a funcţiei f  în serie Taylor în 
vecinătatea punctului 0x . 

 
În cele ce urmează, vom pune în evidenţă dezvoltările în serie Taylor în 
vecinătatea originii pentru funcţiile elementare. 
1) xsin)x =(f , ]1,1[:f −→  
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Vom construi o serie de puteri de forma 

∑
∞

=0n

f n
)n(

x
!n

)o(

xsin)x =

 (5.7) 

 
Pentru funcţia , prin inducţie matematică, se arată că (f

)
2

nx π
+sin()x(f )n( =  

şi deducem 

⎩
⎨
⎧
−

=π=
pentru)1(

npentru0
2

nsin)0(f k
)n(

+=
=

1k2n
k2

 (5.8) 

 
În cazul de faţă, seria de puteri (5.7) este  

∑
∞

=

−
0k

)1
+

+

1k2
k

)!1k2(
x(  (5.9) 

 
Raza de convergenţă a acestei serii este 

)3k2)(2 +

∞=

k2(lim
)!1k2(
)!3k2(lim

)!1k2(
1lim

1R
kk

k
k

+=
+
+=

+

=
∞→∞→

∞→

 

R  
 
Restul de ordinul  al formulei lui Taylor sub forma dată de Lagrange 
este: 

n

1nx2
)1

+
⎟
⎠
⎞

1n
)1n(

n )!1n(

n(xsin
x

)!1n(
)x(f)x(R +

+

+

⎜
⎝
⎛ π++θ

=
+
θ=  

 
Cum 

0
)!1n(

x
)x(R

1n

n →
+

≤
+

 pentru ∈x

xsin)x

 din cauza factorialului de la numitor, 

putem spune că am obţinut seria funcţiei (f =  şi avem: 

∑
∞

=

−=
0k

)1(xsin
+

+

1k2
k

)!1k2(
x , = ∞R  (5.10) 

 
2) xcos) =x(f ,  ]1,1[−→:f
 
Pentru derivata de ordin n  oarecare a acestei funcţii obţinem: 

)
2

nx π+cos()x(f )n( =  

 224
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de unde 

⎩
⎨
⎧ −

=π=
npentru  0
npentru)1(

2
ncos)0(f

k
)n(

+=
=

1k2
       k2  (5.11)

 
Obţinem seria de puteri 

∑
∞

=

−
0k
(

k2
k

)!k2(
x)1  (5.12)

 
a cărei raza de convergenţă este 

∞=+ )1k+==
∞→

∞→

2)(2k2(lim

)!k2(
1lim

1R
k

k
k

 

 
În cazul de faţă 

1nx2
)1

+
⎟
⎠
⎞

n )!1n(

n(xcos
)x(R

+

⎜
⎝
⎛ π++θ

=  

şi avem: 

0→ (
)!1n(

x
)x(R

1n

+
≤

+

); 
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∀  ∈x

xcos)

. 

 
Atfel, obţinem dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei x(f =  

∑
∞

=

=
0k

(xcos −
k2

k

)!k2(
x)1 , = ∞R  (5.13)

 
3) xe)x(f = , ),0(:f +∞→

) x( 1)0()k( =

 

Cum , iar f , obţinem seria de puteri xe) =k(f

∑
∞

=0k

k

!k
x

 (5.14)

 
Raza de convergenţă a acestei serii este 

∞=+
!k

)!1

n

==
∞→

∞→

k(lim

!k
1lim

1R
k

k
k

 

 
iar restul de ordinul  al formulei lui Taylor este 

1n
x

x
)!1

e +
θ

+n n(
)x(R =  
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0x
)!1n(

e)x(R 1n
x

n →
+

= +
θ

 pentru ∈x  avem seria funcţiei exponenţiale. 

∑
∞

=

=
0k

k
xe

!k
x

∞=R,  (5.15) 

 
4) )x1ln( +)x(f = , →+∞)− ,1(:f  
 
Prin inducţie obţinem 

k
1

)x1(
)!1k(

+
−

)!1k(1k −−

k)k( )1()x(f −= −  

deci, 
)1()0(f )k( −=  (5.16) 

 
şi avem seria de puteri 

−−
k

1k

k
x)1  (5.17) ∑

∞

=1k
(

 
Cu raza de convergenţă 

1
k

)1k
=

+

n

(lim

k
1lim

1R
k

k
k

==
∞→

∞→

 

 
Restul de ordinul  al formulei lui Taylor este 

1n
1n x

)x
+

+

n

n 1)(1n(
)1()x(R
θ++

−=  

0
)x1)(1n(

1)x(R 1nn →
θ++

≤ + )1,1(x pentru −∈ . 

 
)x1ln()x(f +=  este: Atfel, dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei 

∑
∞

=

=+
1k
()x1ln( −−

k
1k

!k
x)1 1, R =  (5.18) 

 
5) α+= )x1()x(f , →:f ; \∈α  
 
Pentru derivata de un ordin k oarecare obţinem: 

k)x1)( −α+)k( 1k)...(1()x(f +−α−αα=  
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)1k +−α)...(1()0(f )k( −αα=  (5.19)
Seria de puteri pe care o putem construi este 

∑
∞

=

−α−αα+
1k !k

)...(1( + kx)1k1  (5.20)

 
Raza de convergenţă este 

1
k
1k =

−α
lim

!k
)1k)...(1(lim

1R
k

k
k

+=
+−α−αα

=
∞→

∞→

 

 
iar restul de ordinul  al formulei lui Taylor are forma n

1n1n x +−−α ⋅n )x1(
)!1n(

)n)...(1()x(R θ+
+

−α−αα=  

01 →−)x1(
)!1n(

)n)...(1()x(R n
n θ+

+
−α−αα= −α )1,1(x pt −∈ . 

 
Prin urmare, dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei  este: α+= )x1()x(f

∑
∞

=

α + )1k−α−αα+=+
1k

kx
!k

)...(1(1)x1( , 1 R =  (5.21)

 
Aceasta este cunoscută sub denumirea de seria binomială. 
 
 

7.6. Serii trigonometrice 
 
 
Să considerăm şirul de funcţii ( ) Nkkf ∈ :fk cu ]1,1[−→  definite astfel: 

2
1)x( = cos)x(f2f1 ; x= ; xsin)x(f3 = ; ; 

;...; 

x2cos=

=

)x(f4

x2sin )x(f k2)x(f5 kxcos= ; kxsin)x(f 1k2 =+ ;... 
 
Acest şir se numeşte şir trigonometric şi are proprietatea: 

⎩
⎨
⎧

=π
≠

== ∫
π

π−
jipentru
jipentru0

dx)x(f)x(f)x(f,)x(f jiji

],[ ππ−

 (6.1)

 
adică, termenii şirului sunt funcţii ortogonale pe intervalul . 
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Definiţie:  
Orice combinaţie liniară cu coeficienţi reali a unui număr finit 

de termeni ai şirului trigonometric se numeşte polinom 
trigonometric. 

 

 
De exemplu: 

 228

∑
=

++=
n

1k
kk

0
n )kxsinbkxcosa(

2
a)x(T  (6.2) 

unde ∈kk0 b,a,a  şi 0bk >+ak , este un polinom trigonometric de 
gradul n . 
 
 

Definiţie 
 O serie de forma  

∑
∞

=

++
1k

k
0 kxcosa(

2
a

k )kxsinb           (6.3) 
 

se numeşte serie trigonometrică. 
 

 
 

Propoziţia 1 

 Dacă seria 
],[

u

1k
kk

0 f)kxsinbkxcosa(
2

a
ππ−

∞

=

⎯→⎯++∑  atunci coeficienţii 

kk b,a  au următoarele expresii 

,...2,1

,...2,1,0

=

=

k,dx kxsin)x(f1b

k,dx kxcos)x(f1a

k

k

π
=

π
=

∫

∫
π

π−

π

π−          (6.4) 

 

 
Demonstraţie: 
Din convergenţa uniformă a seriei trigonometrice pe intervalul [ , 
conform definiţiei, rezultă că şirul sumelor parţiale, 

],ππ−
( ) fs nn ],[

u
N ππ−∈ ⎯→⎯  unde 

∑
=

++=
n

1k
k

0
n bkxcosa(

2
a)x(s k )kxsin

0>

 (6.5) 

 
Prin urmare putem spune că pentru orice ε  există un rang  
astfel încât pentru orice n

)(N ε
(N )ε> ],[x şi orice −π π∈  avem: 
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ε<)x(f

) Nnpxcos ∈

−)x(sn  (6.6)
 
Fie şirul de funcţii  şi calculăm ( n )x(s

≤− )x(f⋅=− )x(spxcospxcos)x(fpxcos)x(s nn  

ε< )(−≤ )x(f)x(sn    ∀  )(Nn ε>  şi )(∀ ],[x −π π∈  
 
Deducem că şirul 
( ) (fpxcos)x(s

],[
u

Nnn
ππ−∈ ⎯→⎯ pxcos)x

],

 

 
Cum termenii acestui şir sunt funcţii continue, deci integrabile pe [ ππ−

pxdxcos

, 
putem scrie 

[ ] ∫∫
π

π−
∞→

π

π−
∞→

= )x(slimdxpxcos)x(slim nnnn
 

 
adică 

p
2

p

1k
kk

0
n

apxdxcosa

)kxsinbkxcosa(
2

alimpxdxcos)x(f

π==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

∫

∫ ∑∫
π

π−

π

π−

∞

=
∞→

π

π−

pxdxcos =

],ππ−

 

 
din cauza ortogonaliţăţii şirului trigonometric pe intervalul [ . 
 
De aici deducem: 

∫
π

π−π
= pxdxcos p)x(f1ap ,...2,1,0, =  

 
Analog, din convergenţa uniformă pe [ ],π π−  a şirului ( ) Nnpxsin ∈n )x(s , 
deducem: 

∫
π

π−π
= pxdxsin)x(f1bp ,...2,1p, =  

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Propoziţia demonstrată ne sugerează să asociem unei funcţii f  
integrabile pe [  numerele ],ππ− ∈kk b,a  definite de relaţiile (6.4), deci 
şi seria trigonometrică 
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∑
∞

=

++
1k

k
0 kxcosa(

2
a

k )kxsinb  

pe care o mai numim serie Fourier ataşată funcţiei f. Numerele  
astfel definite se numesc coeficie

kk b,a
nţii Fourier ai funcţiei f. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Obiectivul principal al teoriei care urmează constă în a stabili condiţii 
asupra funcţiei  care asigură că seria Fourier cerespunzătoare este 
convergentă şi a evidenţia legătura dintre suma seriei şi funcţia  căreia i 
se asociază. 

f
f

 
 

Propoziţie 2 
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 Dacă seria 
],[

u

1k
kk

0 f)kxsinbkxcosa(
2
a

ππ−

∞

=

⎯→⎯++∑  atunci are loc 

egalitatea lui Parseval 

∫∑
π

π−

∞

= π
=++ dx)x(f1)ba(a

2
1 2

1k

2
k

2
k

2
0          (6.7) 

 

 
Demonstraţie: 
 

f  pe intervalul [ ],π πDin convergenţa uniformă către −  a şirului sumelor 
parţiale corespunzătoare seriei trigonometrice, ( ) Nnns ∈

2

],[

u f
ππ−

⎯→⎯

π

π

dx)x(f 2

, se deduce că şirul 

( ) Nnnfs ∈  

 
Folosind din nou teorema de integrare termen cu termen a şirurilor de 
funcţii, avem: 

∫ ∫
π

π− −
∞→

=dx)x(f)x(slim nn
 

 
Dar 

[ ]

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++π=

++=

∑

∑ ∫∫∫

=

=

π

π−

π

π−

π

π−

n

1k

2
k

2
k

2
0

n

1k
kk

0
n

)ba(
2

a

kxsinbkxcosadx)x(f
2

adx)x(f)x(s =dx)x(f
 

 
conform formulelor (6.4).
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Rezultă că: 

∑∑∫
∞

==
∞→

π

π−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

π 1k

2
0

n

1k

2
k

2
k

0
n

2

2
a)ba(

2
alimdx)x(f1

+ 2
k

2
k )ba(  

 
 

Propoziţie 3 

 Dacă seria numerică ( )+ kk ba∑
∞

=1k
 este convergentă, atunci seria 

trigonometrică ∑
∞

=

++
1k

k
0 bkxcosa(

2
a

k )kxsin  este absolut şi uniform 

convergentă pe . 
 

 
Demonstraţie: rezultă imediat apelând la criteriul lui Weierstrass de 
convergenţă uniformă pentru seriile de funcţîi cu observaţia că: 

kkkk bakxsinbkxcosa +≤+
) N )

 
pentru   şi ((∀ k∈

 231

∀  ∈x . 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Fie →ππ− ],[:f ,  2x)x(f =
Coeficienţii Fourier ai acestei funcţii continue sunt: 

3
2dx

2π
=x1dx)x(f1a 2

0 π
=

π
= ∫∫

π

π−

π

π−

 

2
k

k
4)1( ⋅−2

2
k kcos

k
4kxdxcosx1kxdxcos)x(f1a =π=

π
=

π
= ∫∫

π

π−

π

π−

 

0kxdx =sinx1kxdxsin)x(f1b 2
k π

=
π

= ∫∫
π

π−

π

π−

 

 
f  este: Seria Fourier asociată funcţiei 

∑
∞

=

−+
π

≈
1k

2

1(4
3

)x(f 2
k

k
kxcos)  (6.8)

 

Deoarece 2k
1

2
k

k
kxcos)1( ≤−   ( )∀  1k ≥ (, )∀  ∈x  iar seria ∑

∞

=1k
2k

1
 este 

convergentă, deducem că seria (6.8) este absolut şi uniform convergentă 
pe . 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
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În cele trei propoziţii demonstrate, singura proprietate impusă funcţiei f  a 
fost cea de integrabilitate. Cum o funcţie continuă pe un interval [  
este integrabilă pe [ , dar şi o funcţie continuă pe [  cu excepţia 
unui număr finit de puncte de discontinuitate de prima speţă este 
integrabilă pe [ , în cele ce urmează vom considera această clasă 
mai generală de funcţii. 

]b,a
]b,a a

]b,a

]b,a[0 ∈

]b,

 
Reamintim că punctul  este x prunct de discontinuitate de prima 
speţă al funcţiei , dacă limitele sale laterale în acest punct există, sunt 
finite, dar diferite. Funcţia  care admite pe [  un număr finit de 
puncte de discontinuitate de prima speţă o numim 

f
f ]b,a

funcţie continuă pe 
porţiuni. 
 
 

Teorema 1 
 Dacă →ππ− ],[:f  este o funcţie continuă sau continuă pe 
porţiuni pe [  iar  sunt coeficienţii Fourier ataşaţi acesteia, ],ππ− kk b,a
atunci: 
 

a) Seria  este convergentă ( )∑
∞

=

+
1k

2
k

2
k ba

b) Are loc inegalitatea lui Bessel 
 

∑
∞

= π
≤++

1k

2
k

2
k

2
0

1)ba(a
2
1 ∫

π

π−

2 dx)x(f          (6.9) 

 

 
Demonstraţie: 
 
Folosim inegalitatea evidentă 

0)kx
2

≥⎥
⎦

⎤

],ππ−

sinbkxcosa(
2
a)x(f

n

1k
kk

0
⎢
⎣

⎡
+−− ∑

=

 

 
şi integrăm pe [ . 

0dx)kx

dx)

≥

−

sinbkxcosa(adx)kxsinbkxcosa()x(f2

x(fadx)kxsinbkxcosa(dx
4

adx)x(f

n

1k
kk0

n

1k
kk

0

2n

1k

2
kk

2
02

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

∫∑∫ ∑

∫∫ ∑∫∫
π

π− =

π

π− =

π

π−

π

π− =

π

π−

π

π−  
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],Dacă ţinem seama de ortogonalitatea pe [ π π−  a şirului trigonometric 
precum şi de (6.4) obţinem: 

∫
π

π−

2 dx)x(f

Nn∈

 (6.10)∑
= π

≤++
n

1k

2
k

2
k

2
0 1)ba(

2
a

 
Deoarece această inegalitate este valabilă pentru orice , ea se 
păstrează şi prin trecere la limită. Astfel obţinem inegalitatea (6.9). 
 

Din (6.10) putem reţine că şirul sumelor parţiale ( ) Nnns ∈ ∑
=

=
n

1k
ns,  

este mărginit; rezultă că el este convergent, prin urmare seria 

 este convergentă. 

+ 2
k

2
k )ba(

+ 2
k

2
k )ba(∑

∞

=1k

 
Consecinţă: 
Dacă →ππ− ],[:f

kk b,a f
lim
→

 este o funcţie continuă sau continuă pe porţiuni, 
atunci coeficienţii Fourier  ataşaţi lui  au proprietatea: 

0ak =∞k
 şi 0blim kk

=
∞→

 (6.11)
 
Acest rezultat se obţine folosind condiţia necesară de convergenţă a unei 
serii numerice, adică a  pentru 0b2

k →+2
k ∞→k . 

 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

1) Seria trigonometrică ∑
∞

=

+
1k

kx(cos
2
1

+ )kxsin  nu poate fi serie Fourier a 

unei funcţii →π],
1bk

π−[:f
ak

 continue sau continue pe porţiuni deoarece în 
cazul de faţă ==  şi nu avem  şi b  pentru . 0ak → 0k → ∞→k
 
 

2) Seria trigonometrică ∑
∞

=

+
1k k

kxcos(
2
1

+ )
k
kxsin

],

 nu poate fi nici ea seria 

Fourier a unei funcţii continue sau continue pe porţiuni pe [ ππ−  

deoarece aici 0
k

1
→ba kk == , dar seria ∑ ∑

∞

=

=
k

2
k 2)b

∞

=

+
1

2
ka(

k 1 k
1

 este 

divergentă. 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
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Definiţie: 
],[:f π π−  este derivabilă pe porţiuni pe  Spunem că funcţia 

],[ ππ− , dacă există o diviziune a acestuia pe ale cărui intervale 
deschise f  este derivabilă, iar în punctele de diviziune, f  are 
derivate laterale finite. 
 

 
 

Teorema 2 

 234

 Dacă →ππ− ],[:f  este o funcţie derivabilă pe porţiuni pe 
],[ ππ− )(f) şi îndeplineşte condiţia (f = ππ− , atunci seria Fourier 

asociată este convergentă în orice ],[x π π−∈  şi avem: 
 

2
)0x(f ++)0x(f)kxsinbkxcosa(

2
a

1k
kk

0 −=++∑
∞

=

     (6.12) 

 

 
 

Corolar 
 Dacă →ππ− ],[:f  este continuă pe acest interval, derivabilă pe 
porţiuni şi , atunci seria Fourier asociată este uniform )(f) π=π(f −
convergentă pe [  şi avem: ],ππ−
 

)x(f)kx =sinbkxcosa(
2

a

1k
kk

0 ++∑
∞

=

       (6.13) 

 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Ipoteza  nu reprezintă o restricţie esenţială. Dacă 

, funcţia 
)(f) π=π(f −

)(f) π≠π−(f

[ ]x)(f) π− x(f
2
1)x(f)x(g π−
π

+= ],[, −π π∈  (6.14) 

 

are proprietatea 
2

)(f) π−+π

g

(f)(g)(g =π=π−  şi deci este suficient să se 

utilizeze  în locul funcţiei f . Funcţia  este derivabilă pe porţiuni la fel 
ca 

g
f . 

 
f  este definită pe intervalul [ ],π π2) Deşi iniţial funcţia − , deoarece seria 

Fourier ataşată funcţiei f  este o serie de funcţii periodice, de perioadă 
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π2 , rezultă că această serie va defini pe  prelungirea funcţiei f prin 
periodicitate, cu perioada 2π. 
 
De aceea, în teoria seriilor trigonometrice, deşi se pleacă iniţial cu funcţii 

→π],π−[:f , f  va fi considerată ca fiind periodică cu perioada π2 , 

definită pe . Notând cu f~  această  prelungire, avem : →f~  cu: 

)x(f)2x(f~
xpentru)x(f)x(f

=π+

=~ ],[ ππ−∈
 (6.15)

 
f  este o funcţie definită pe un interval oarecare 3) Dacă ⊂αα ],−[ , 

integrabilă, atunci se consideră funcţia ππ− →],[:g , definită prin: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
α

=
yf

]

)y(g  (6.16)

 
Cum acestei funcţii, pe intervalul [ ,ππ− , i se ataşează seria Fourier 

∑
∞

=

++≈
1k

k
0

k sinbkycosa(
2

a)y(g )ky  (6.17)

 
f  pe interrvalul [ ],αα−  este: rezultă că seria Fourier ataşată Funcţiei 

∑
∞

=

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞+

α
π+≈

1k
kk

0 sinbxkcosa
2
a)x(f

α
πxk  (6.18)

unde 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

α
π

α
=

α
π

α
=

∫

∫
α

α−

α

α−

=

=

2,1k,dxxksin)x(f1b

,1,0k,dxxkcos)x(f1a

k

k

,...

,...2
 (6.19)

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Funcţia →π],π−[:f  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−π

π

+π−

=

x,  
2

x

x,       
2

x,
2

x

)x(

π∈

=

π−∈

],0(

0

)0,[

f  
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0x =
0)(f

are punctul  punct de discontinuitate de prima speţă. Pe porţiuni, ea 
este continuă şi derivabilă. De asemenea, )(f =π=π− . 
 
Acestei funcţii îi ataşăm seria Fourier 

∑
∞

=

++≈
1k

k
0 kxcosa(

2
a)x(f k )kxsinb  

 
Observăm că: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
π

=

=
π

=

∫

∫
π−

π−

π

π−

;0kxdxcos)x(f1a

0dx)x(f1a

k

0

= ,...2,1k

f ],

 

 
deoarece  este funţie impară pe [ π π− . 

∫ ∫
π

π−

π −π
π

=
π

=
0

k sin
2

x2kxdxsin)x(f1b =
k
1kxdx  

 
Prin urmare, seria Fourier ataşată funcţiei date este: 

∑
∞

=1k k
kxsin

],[ ππ−∈ )x(

≈)x(f  (6.20) 

 
Conform teoremei precedente, seria (6.20) este convergentă în orice 
punct  către funcţia sumă S . x
 
*) Dacă x este punct de continuitate pentru funcţia  avem , 
deci putem scrie: 

f (S )x(f)x =

∑
∞

=1k k
kxsin

0x

=)x(f  (6.21) 

 
=  conform teoremei avem: **) În punctul de discontinuitate 

2
)00(f)x(S )00(f ++−

=  (6.22) 

 
relaţie care este verificată, deoarece S 0)0( =  iar 

0
22
=

π
+

π)00(f)00(f −=++− . 
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2) Funcţia →α],α−[:f ,  este continuă şi derivabilă pe acest 
interval. 

2x)x(f =

 
f  este funcţie pară, rezultă: Cum 
0bk = ,  ,...2,1k =

 237

22

2
k

k
4)1
π
α

0

2
k (dxxkcosx2dxxkcos)x(f1a −=

α
π

π
=

α
π

α
= ∫∫

αα

α−

 

3
2dx

2α
=x2dx)x(f1a

0

2
0 α

=
α

= ∫∫
αα

α−

 

 
Conform corolarului teoremei 2, putem scrie că: 

∑
∞

=

−
π
α

+
α

=
1k

2

k

2

22
2

k
)1(4

3
x ],[x

α
πxkcos , −α α∈  (6.23)

 
Dacă considerăm funcţia →:f~ , prelugirea prin periodicitate a 
funcţiei f , care este o funcţie continuă pe , obtinem dezvoltarea: 

∑
∞

=

−
π
α

+
α

=
1k

2

k

2

22 x
k

)1(4
3

)x(f~
α
πkcos , ∈x  (6.24)

 
În acest capitol am întâlnit două tipuri importante de serii de funcţii, 
anume seriile de puteri şi seriile trigonometrice şi este utilă o comparaţie 
între acestea. Seriile de puteri sunt mai uşor de manevrat (sumele lor 
parţiale sunt polinoame algebrice), iar în domeniul de convergenţă, suma 
lor este 0 funcţie indefinit derivabilă. Un neajuns al lor este acela că, în 
general, o funcţie nu poate fi reprezentată printr-o serie de puteri pe 
întregul ei domeniu de definiţie. De exemplu funcţia →+∞)

)x1ln( +

− ,1(:f , 

, are dezvoltarea )x(f = ∑
∞

=

−−=+
1k

()x1ln(
k

1k

k
x)1 , care este 

valabilă numai pentru 1x < . 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Seriile trigonometrice au ca sume parţiale polinoamele trigonometrice şi 
reprezentarea funcţiilor prin serii Fourier are loc pe orice interval, ceea ce 
este deosebit de util. Totuşi, ele nu pot fi derivate sau integrate termen cu 
termen fără precauţii suplimentare. 
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7.7. Exerciţii rezolvate 

 
 
1) Să se dezvolte în serie Taylor următoarele funcţii indicându-se şi 
razele de convergenţă ale seriilor obţinute. 
 
 
a) x2xe) −=x(f  
 
Pentru această funcţie folosim seria exponenţialei şi avem: 

∑∑
∞

=

∞

=

− =−==
0k0k

k
x2 (

!k
)x2(xxe)x(

+
−

1k
k

!k
x)2f  

 238

∞=+
2

1k=⋅+==
−

=
∞→

+

+∞→∞→

∞→

lim
!k

x
2

)!1k(lim
2

!klim

!k
)2(lim

1R
k

1k

1kk
k

kk
k

k

k

 

 

Deci: ∑
∞

=

− =
0k

x2 (xe
+

−
1k

k

!k
x)2 , = ∞R

shx)x( =

 

 
 
b) f  
 
Putem folosi tot seria exponenţialei deoarece: 

[ ]

∑

∑∑∑
∞

=

+

∞

=

∞

=

∞

=

−

+
=

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−=−==

0n

1n2

0k0k

k

0k

kxx

)!1n2(
x

(1
2
1

!k
)x(

!k
x

2
1

2
eeshx)x(f =−

k
k

!k
x)1

∞=

+

=

∞→
n

n )!1n2(
1lim

1R  

 

Deci: ∑
∞

=

=
0n

shx
+

+

1n2

)!1n2(
x

, ∞=R . 
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x3cosxc) x3sin)x(f +=  
Pentru această funcţie, putem folosi seriile funcţiilor trigonometrice sin şi 
cos. 

∑∑

∑∑

∑∑

∞

=

∞

=

+

∞

=

+
∞

=

+
+

∞

=

∞

=

+

+
+−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+
−=

=−+
+

−=

−+
+

−=+=

0k

k2
k

0k

1k2
k2

k

0k

1k2
k2

k

0k

1k2
1k2

k

0k

k

0k

1k2
k

)!1k2(
4k2(3)1(x1

1k2
3

)!k2(
3)1(

x
)!k2(

3)1(x
)!1k2(

3)1(

)1(x
)!1k2(

)x3()1(x3cosxx3sin)x(f

+

=

1k2

k2

x)

)!k2(
)x3(

 

∞=
+
)!1

)4
R  

+

=

∞→
k

k2

k k2(
k2(3lim

1

 

Deci: ∑
∞

=

++ k2x
)!1

)4
+

−=+
0k

1
k2

k

k2(
k2(3)1(x3cosxx3sin , = ∞R . 

 
 

d) 2)1x(
3x2

−
−)x(f =  

 
Pentru această funcţie se poate folosi seria binomială dacă observăm că 
poate fi pusă dub forma: 

∑∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−−

+−−=−−−−−=

⎢
⎣

⎡ −−−−−+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−+−=

=−−−−=
−

−
−

−=

1k

k

1k

k

1k

k

1k

k

1k

21
2

x)3k(3x)1k(1x22

!k
)1k()3)(2(1)x(

!k
)k()2(112

)x1()x1(2
)x1(

1
x1

2)x(f

=⎥
⎦

⎤
− k)x(  

1
3k

1
=

+lim
R

k

k

=
∞→

 

 

Deci: ∑
∞

=

+ x)3k(−−=
−
−

0k

k
2 3

)1x(
3x2

, 1R = . 
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)x2x 2−
 
e) 1ln()x(f +=  
 
Putem folosi seria funcţiei ln( )x1+ , dacă observăm că: 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )

∑∑∑
∞

=

−∞

=

−
∞

=

− −−=−+−−=

+−=+−=−+=

1k

k1k

1k

k
1k

1k

k
1k

2

x
k

12)1(
k

)x2()1(
k

)x()1(

lnx1lnx21x1lnx2x1ln)x(f =+

k

x21
 

4
1

1k
=

−
k

2)1(lim

1R
k

1k

k

⋅−
=

−

∞→

 

 

Deci: ( ) ∑
∞

=

− − k
k

x12−=−+
1k

1k
2

k
)1(x2x1ln , 

4
1R =

xarcsin

 

 
 
f) )x(f =  
 

Observăm că 2
12 )x1 −

−

'f
2

(
x1

1)x('f =
−

=  şi putem folosi seria binomială 

penru . 

( ) ∑∑
∞

=

∞

=

+=−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

+=
1k1k

k2

2(
k2(1x

!k
2

1k2...
2
3

2
1

1)x('f − k2x
!)!k

!)!1  (7.1) 

1
1k2
2k
=

+
+

)1,1(−

2lim

!)!k2(
!)!1k2(lim

1R
k

k
k

=
−

=
∞→

∞→

 

 
Deoarece pe orice interval compact inclus în intervalul de convergenţă 

 seria (7.1) este uniform convergentă, putem folosi teorema de 
integrare termen cu termen a seriilor şi obţinem 

C
1k2

x
!)!k2(

!)!1k2(x

!)!k2(
)!1k2(xdxx

!)!k2(
!)!1k2(1)x(f

1k

1k2

1k1k

k2

+
+

⋅−+=

−+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+=

∑

∑∫∫ ∑
∞

=

+

∞

=

∞

=

dxx! k2 =

x 0x

 (7.2) 

 
Constanta de integrare C  se poate determina dând o valoare particulară 
lui  în relaţia (7.2). Se vede că pentru =  se obţine C 0= . 
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Deci: ∑
∞

=

−
+=

1k

1

1!)!k2(
)!1k2(xxarcsin

+

+
⋅

k2

k2
x!

, 1R = . 

 
 

)x1 2+g) xln()x(f +=  
Derivata acestei funcţii este: 

( )

( ) 1R =,x
!)!k2(

!)!1k2()1(1x
!k

2
1k2...

2
3

2
1

1

x1
x1

1
x1

x1
x1x

1)x('f

1k

k2k

1k

k2

2
222

2
1

−−+=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

+=

=+=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

++
=

∑∑
∞

=

∞

=

−

 

 
Prin integrare avem: 

C
1k

x 1k2

+
+

+

x = 0

2!)!k2(
!)!1k2()1(x)x(f

1k

k ⋅
−

−+= ∑
∞

=

 

 
Pentru  obţinem C0 =  şi rezultatul este: 

( ) ∑
∞

=

−
−+=++

1k

1
k2

1!)!k2(
)!1k2()1(xx1xln

+

+
⋅

k2

k2
x!

1R = . , 

 
 

2x1ln +h) xarctgx)x(f −=  
 
Observăm că: 

arctgx=
x1

x
x1

xarctgx)x(f 22 +
−

+
+=′  

2x1
1)
+

=

f

x(f ′′  

 
′′ . Prin urmare, putem folosi seria binomială pentru 

( ) ( ) ,x11x
!k

)k)...(2)(1(1x1)x(f
1k

k2k

1k

k212 −+=−−−+=+=′′ ∑∑
∞

=

∞

=

−
1R =

)1,1(x −∈

 

 
Pentru  folosim teorema de integrare termen cu termen a 
seriilor şi avem: 

C
1k

x 1k2

+
+

+

2
)1(x)x(f

1k

k−+=′ ∑
∞

=
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x = 0C
 
unde pentru  obţinem 0 = . 

∑
∞

=

−+=′
1k

(x)x(
+

+

1k2
k

1k2
x)1f , 1 R =  

 
Integrând din nou, avem: 

∑
∞

=

+

+
−+=

1k

2k2
k

2

2)(1k2(
x)1(

2
x)x( +

+
C

)2k
f  

x = 0C
 
unde pentru  obţinem 0 = . În felul acesta, rezultatul este: 

∑
∞

=

+

+

2k2

k2)(1+
−+=+−

1k

k
2

2

)2k2(
x)1(

2
xx1lnarctgx x , R 1=  

 
2) Să se determine raza de convergenţă şi suma următoarelor serii de 
puteri: 

a) ∑
∞

=k ⋅
+

0

k
k

2
x

!k2
1k  

∞=+=
+
⋅=

⋅
+

=
∞→∞→

∞→

)1k(2lim
1k
!k2lim

!k2
1klim

1R
k

k
2

k

k
k

k

2

k

 

 
Suma acestei serii se poate calcula uşor, folosind seria exponenţialei, 
dacă o punem sub o formă convenabilă: 

⎟
⎠
⎞++

=

1
2
x

e

2

2
x

⎜
⎝
⎛=+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
=

+
⋅
++=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
⋅

=
⋅
+

∑∑

∑∑∑∑
∞

=

−∞

=

−

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

4
xee

2
x

)!1k(
1

2
x

2
x

)!2k(
1

4
x

!k2
k)1k(k

!k
2
x

x
!k2

kx
!k2
1k

2
x

2
x

1k

1k

2k

2k2

0k
k

0k

k

0k

k
k

2

0k

k
k

2

 

 
deci avem:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅
+∑

∞

= 4
xex

!k2
1k 2

x

0k

k
k

2
++ 1

2
x2

, ∞=R  

 
 

b) ∑
∞

= +1

k

)1k(k
x  

k

1)1k(klim

)1k(k
1lim

1R k
k

k
k

=+=

+

=
∞→

∞→
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Cum kx
1k

1
⎟
⎠
⎞

+

k

k
1

)1k(k
x

⎜
⎝
⎛ −=

+
, seria data se poate scrie: 

∑
∞

= +1k

k

1k
x∑∑

∞

=

∞

=

−=
+ 1k

k

1k

k

k
x

)1k(k
x

 (7.3)

Fie ∑
∞

=1k

k

=
k
x)1 x(S  cu 1x <  

x1
1...
−

=

)1,1(

xx1x)x(S 2

1k

1k
1 +++==′ ∑

∞

=

−  

 
fiind seria geometrică cu raţia x −∈ . Prin integrare avem: 

Cx1 +−

x = 0

ln)x(S1 −=  
 
Pentru  obţinem C0 =  şi avem: 

)x1ln( −
k
x)x(S

1k

k

1 −==∑
∞

=

 (7.4)

 
Fie  

[ ]x)x −−1ln(
x
1

1k
x

x
1

1k
x)x(S

1k

1k

1k

k

2 −=
+

=
+

= ∑∑
∞

=

+∞

=

 (7.5)

 
Obţinem:  

1ln(
x

x1
)1k(k

x
1k

k −
=

+∑
∞

=

)x1 +− , 1R =  

 
 

c) ∑
∞

=

−

+
−

1k

2
1k

k2(k2
x)1(

+

+

2k

)2k2)(1
 

 
1)2k =+2)(1k2(k2limR k

k
+=

∞→
 

 

Notăm: ∑
∞

=

+

+

2

2k2)(
−

+
−=

1k

k2
1k

)1k2(k2
x)1()x(S ,  1x <  

 
Prin derivare, obţinem: 

∑
∞

=

−−=′
1k

1k)1()x(
−

+

1k2

)1k2(k2
xS  
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∑
∞

=

=′′
1k

()x(S −−
k2

1k

k2
x)1  

2x1
x
+

=53

1k

1k21k ...xxxx)1()x(S ++−=−=′′′ ∑
∞

=

−−  

 
Prin integrare, obţinem: 

C)x2 ++

x = 0=

1ln(
2
1dx

x1
x)x(S 2 =
+

=′′ ∫  

 
iar pentru  rezultă C , deci: 0

 244

2x1+ln)x(S =′′  

1
22 Carctgxxx1lnxdxx1ln)x(S ++−+=+=′ ∫

x = 0C1

 
 
Şi în acest caz, pentru  rezultă 0 = , deci: 

arctgx+xx1lnx)x(S 2 −+=′  
 
Printr-o nouă integrare se obţine: 

2Cxarctgx +

C2 = 0=

3
2

2

4
x3x1ln

2
1

2
x)x(S +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

 
La fel,  pentru x  şi rezultatul final este: 0

xarctgx
4
x3x1ln

2
1

2
x

)2k2)(1k2(k2
x)1(

3
2

2

1k

2k2
1k +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

++
−∑

∞

=

+
− R 1, =

1x

. 

 
Mai putem face observaţia că pentru =  obţinem seria numerică 
alternată 

∑
∞

= +
−

1k k2(k2
1( −

+

1k

)2k2)(1
) ... (7.6) 

 
Aceasta fiind convergentă, suma ei o putem determina folosind 
proprietatea de continuitate a sumei unei serii de puteri în punctele sale 
de convergenţă, adică: 
 

( )3
4
1 −πxarctgx

4
x3x1ln

2
1

2
xlim

)2k2)(1k2(k2
)1( 3

2
2

1x
1k

1k
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

++
−

→

∞

=

−

∑  
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3) Să se dezvolte în serie trigonometrică funcţiile: 
a) x)x(f = , f ],[: ππ−  

 
Se observă cu uşurinţă că această funcţie este continuă pe [  şi nu 
este derivabilă în 

],ππ−
0x = , deci este derivabilă pe porţiuni pe acest interval. 

De asemenea este funcţie pară şi π=π− = π)(f)(f . 
 
Coeficienţii Fourier ataşaţi acestei funcţii sunt: 

π=∫
π

0

xdx
π

=
π

= ∫
π

π−
0

2dx)x(f1a  

 245

[ ]

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
+π

−

=
=

π
=

π
=

π
= ∫∫

ππ

π−

1n2kdaca
)1n2(

4
n2kdaca0

cos
k
2kxdxcosx2kxdxcos)x(f1a

2

2
0

k =−1kx

 

0kxdx =sinx1kxdxsin)x(f1bk π
=

π
= ∫∫

π

π−

π

π−

 

 
Prin urmare, seria Fourier ataşată funcţiei date este: 

∑
∞

= +π
−

π

0n
2 cos(

)1n2(
14

2
+ x)1n2  

 
aceasta fiind absolut şi uniform convergentă pe . 
 
Cum funcţia  este continuă pe [f ],π π− , putem reţine că: 

∑
∞

= +π
−

π
=

0n
2 cos(

)1n2(
14

2
x + x)1n2  

 
pentru . ],[ ππ−∈x
 

−π π →b) xsin)x(f = , ],[:f  

 
Această funcţie este continuă pe [ ],π π−  şi derivabilă pe porţiuni 
deoarece nu este derivabilă în 0x = . Este funcţie pară şi 

 coeficienţii Fourier sunt 0)( =π−f)(f =π
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π
=

4xdx
π

= ∫
π

sin2a
0

0  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−π

+=
=

−
+

π
=

π
= ∫

π

daca
)n41(

4
n2kdaca0

k1
kxcos12kxdxcosxsin2a

2
2

0
k = n2k

1
 

0kxdx =

],ππ

sin)x(f1bk π
= ∫

π

π−

 

 
Prin urmare, dezvoltarea în serie trigonometrică pe intervalul [−  a 
funcţiei xsin) =x(f  este: 

∑
∞

= −π
+

π
=

0n
2 )nx2cos(

n41
142xsin  
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CAPITOLUL VIII 
 
 

INTEGRALE MULTIPLE 
 
 
 
 

8.1. Integrala dublă pe dreptunghi  
 
 
Începem prin a ne reaminti construcţia integralei Riemann pentru funcţii 
de o singură variabilă. 
 

 247

Fie funcţia ·→]b,a[:f  şi să cunsiderăm o diviziune Δ  a acestui interval 
determinată de punctele ∈·nx,...,

)bx...xxxa( n210

10 x,x . 
<<==Δ < < =  (1.1)

 
ΔPrin norma acestei diviziuni, notată , înţelegem: 

)xx(max 1kk
n,1k

−
=

−=Δ

n2,...,,

 (1.2)

 
ξFie şi sistemul de puncte 1 ξξ  astfel încât kk x≤ξ1kx ≤−  pentru 

n,1k = . 
 
 

Definiţie:  
Prin sumă Riemann asociată funcţiei , diviziunii Δ  şi f

punctelor n21 ,...,, ξξ ,f(ξ  intermediare, notată )kσ ξΔ , înţelegem 
numărul real: 

         (1.3) ∑
=

−Δ −ξ=ξσ
n

1k
1kkkk )xx)((f),f(

 

 
Dacă funcţia f  este pozitivă, putem face observaţia că suma (1.3) 
reprezintă suma ariilor dreptunghiurilor de bază )xx 1kk −( −  şi înălţime 

. Rezultă că suma Rieman (1.3) aproximează aria mulţimii din plan, 
denumită subgraficul lui 

)(f kξ
f , delimitată de axa OX, graficul lui f  şi dreptele 

şi . ax = bx =
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Definiţie

 248

:  
f  se numeşte integrabilă pe Funcţia ]b,a[  dacă există un 

număr  cu proprietatea: pentru orice I 0> 0>δε  există un ε  astfel 
încât pentru orice diviziune Δ  a intervalului  cu ]b,a[ εδ<Δ  şi 

pentru orice alegere a punctelor ]x, kx 1k−[k ∈ξ , să aibă loc 
inegalitatea: 
 ε<−ξσΔ I),f( k           (1.4) 
 

 Dacă acest număr  există, el este unic şi se numeşte I
integrala funcţiei  pe intervalul [ . f ]b,a
 

 
Se notează: 

∫=
b

a

dx)x(fI

2

 (1.5) 

Prin analogie, putem introduce noţiunea de integrabilitate pentru funcţii de 
două variabile. Dacă pe dreapta reală, orice domeniu este un interval, în 
plan, ca şi în spaţiu există domenii care nu mai sunt intervale, ele având o 
structură mult mai deosebită de aceea a unui interval. De aceea, ne vom 
referi numai la domeniile din ·  care au arie. 
 
Pentru început, fie intervalul bidimensional pe care îl numim dreptunghi, 
definit de: 

2
2 ]d,c[]b,a[A ·⊂×=

] ]d,c 1

 (1.6) 
 
Pentru intervalele  şi [  considerăm diviziunile b,a[ Δ  şi 2Δ , 

)bxn =<
)dym =<

y[ k−

...xxa( 101 <<==Δ  
...yyc( 102 <<==Δ  

 
Cu ajutorul dreptunghiurilor 

]y, k1x]x,x[A j1jjk −=  cu n,1=j  şi m,1k =

2A
 putem spune că am 

determinat o diviziune  a dreptunghiului . Δ

)m,1k;n,1j;A( jk ===Δ  (1.7) 
 
Vom numi norma diviziunii , notată Δ Δ

2

, cel mai mare dintre diametrele 

dreptunghiurilor  (diametrul unei mulţimi EjkA ·⊂
E

jkA

 este diametrul celui 
mai mic cerc care acoperă mulţimea ). Evident, în cazul dreptunghiului 

, diametrul său coincide cu lungimea diagonalei. 
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( ) ( )21kk
2

1jjjk yyxxAdiam −− −+−=  (1.8)

 
Prin urmare, putem scrie 

jk

m,1k
n,1j

Adiammax
=
=

=Δ

jkA

 
(1.9)

 
În fiecare dreptunghi  alegem un punct 

( ) jkjk A∈ηjk ,ξ   n,1j =  şi m,1=k  
 
Pentru o funcţie ·· →2⊂2A:f , formăm suma Riemann 

( )( ) ( )( )( )∑∑
= =

−−Δ −−ηξ=ηξσ
n

1j

m

1k
1kk1jjjkjkjkjk yyxx,f,,f  (1.10)

 
Se poate observa că (1.11) reprezintă suma volumelor paralelipipedelor 
care au ca bază dreptunghiurile  şi înălţimile date de . jkA ( )jkjk ,f ηξ

 
 

Definiţie:  
fFuncţia  se numeşte integrabilă pe 2A  d ă există un număr ac

I  cu proprietatea: pentru orice 0>ε  e  un 0>xistă δε l încât  astfe
pentru orice diviziune Δ  a dreptunghiului 2A  cu εδ< tru Δ  şi pen
orice alegere a punctelor ( ) jkjkjk A, ∈ηξ  s galitatea: ă  ine aibă loc
 (( )) ε<−η I, jkjk  ξσΔ ,f
 

 
Se observă că definiţia este analogă cu cea dată integrabilităţii funcţiilor 

stfel putem spune că f  este integr ă pe 2A  dacă pentru orice şir de 

Nn  p

de o singură variabilă şi exprimă faptul că numărul I  poate fi aproximat 
oricât de precis cu suma Riemann corespunzătoare unor diviziuni de 
normă suficient de mică. 
 
A abil
diviziuni ( )Δ , a dreptunghiului )A( 2  cu roprietatea n∈ 0lim nn

=Δ , 

există şi este finită limita şirului sumelo iemann, 
( )

∞

r R
→

( ) I,,flim nn =ηξσΔ∞→
 jkjk

 oricare ar fi alegerea pu
n n

nctelor ( ) n
jk

n
jk A∈η  n

jk ,ξ
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f 2ADacă  este integrabilă pe , numărul I  se numeşte integrala funcţiei f  
pe A2  (integrala dublă pe ) şi se notează: 2A

( )∫∫=
2A

dxdyy,xfI  (1.11) 

sau mai simplu, I . ∫=
2A

f

( )2A5 2A
( )2A'

În continuare, vom folosi următoarele notaţii: 
1) , mulţimea funcţiilor integrabile pe . 
2) , mulţimea tuturor diviziunilor Δ  corespunătoare dreptunghiului 

. 2A
 
Fie funcţia ·→2A 2A

f jkA

( )
( )y,xfinfm

jkAy,xjk ∈
=

( )

:f , mărginită pe .  
 
Rezultă că  este mărginită pe dreptunghiurile  şi vom nota: 

( )y,xfsup
jkAy,x

jk
∈

=M  (1.12)  şi 

 
Pentru o diviziune  putem forma ( )2A'∈Δ sumele Darboux 

( ) ( )( )∑∑
= =

−−Δ −−=
n

1j

m

1k
1kk1jjjk yyxxmfs  

( ) ( )( )∑∑
= =

−−Δ −−=
n

1j

m

1k
1kk1jjjk yyxxMfS  

(1.13) 

numite suma Darboux inferioară, respectiv suma Darboux superiară.  
 
Între sumele Darboux (1.13) şi suma Riemann (1.10), pentru orice 

, putem scrie relaţia: ( )2A'∈
( )

Δ
( ( )) ( )fS,,ffs jkjk ΔΔΔ ≤ηξσ≤  (1.14) 

 
 

Teorema 1:  
Criteriul Darboux de integrabilitate 

·→2A 2A:f , f mărginită pe . 
 

Funcţia  dacă şi numai dacă pentru orice ( )2Af 5∈ > 0ε  există  0>δε
astfel încât pentru orice diviziune ( )2A'∈Δ  cu proprietatea εδ<Δ , 
are loc inegalitatea: 
 ( ) ( ) ε<− ΔΔ fsfS         (1.15) 
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Demonstraţie: 
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""⇒ f Din   ( )2A5∈
)def(

⇒ ( )∃  ·∈I  cu proprietatea: pentru ( )   ∀ ( )0>ε ∃  
 astfel încât pentru εδ ( )∀  ( )2A'∈Δ  cu εδ<Δ  să avem 

( )( ) ε<−jk ( )ηξσΔ I,,f jk  oricare ar fi alegerea punctelor jkjkjk A, ∈ηξ . 
Deoarece: 

( ( ))
( ) ( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤ηξσ≤

ε+<ηξσ<ε−

ΔΔΔ

Δ

fS,,ffs
I,,fI

jkjk

jkjk
 (1.16)

( )2A'putem alege  astfel încât pentru εδ ∈Δ  cu εδ<Δ  să avem: 

( ) ( ) +<<<ε− ΔΔ IfSfsI ε  
 
de unde ( ) ( ) ε<Δ fs

""⇐ ( )( ) ( )2Af '∈Δ

−Δ fS  
 

 Având în vedere (1.14), putem afirma că mulţimea  

este mărginită superior, iar mulţimea 

sΔ

( )( ) ( 2Af '∈Δ

( )
( )fssupI

2A
1 Δ

∈Δ
=

'

( )
( )fSinfI

2A2 Δ∈Δ
=

'

Δ

)  este mărginită inferior 
şi notăm: 

SΔ

 

 
(1.17)

 
Evident, putem scrie: 

( ) ( )fS2 ≤IIfs 1Δ ≤≤  ( )∀  ( )2A'∈Δ  şi cum ( ) ( ) ε<−Δ sfS ( )Δ f , ∀  

 cu ( 2A'∈Δ ) εδ<Δ , deducem că ε<−1 II 2 II21 = ⇒  I =  
 
Din relaţiile 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈Δ∀ε<−

≤ηξσ≤

≤≤

ΔΔ

ΔΔΔ

ΔΔ

,AfsfS

fS,,ffs
fSIfs

2

jkjk

' δ<Δ ε

 

 
deducem 

( )( ) ( ) ( ) ε<Δ fs

∈

−≤−ηξσ ΔΔ fSI,,f jkjk  
 
pentru orice  cu ( )2A'Δ εδ< ( )2A5f ∈Δ , deci 
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Teorema 2: 
Dacă funcţia f este continuă pe A2 atunci ea este integrabilă pe A2. 

 

 
Demonstraţie: 
 
Din  iar  compact ⇒   mărginită pe , deci şi pe 
dreptunghiutile  şi îşi atinge marginile. Înseamnă că există punctele 

( 2A )0C∈ 2A f 2A

jkA
f

( )jkjk y,x ′′  şi ( )jky ′′ jkA∈

( )
( )

jkx ′′ ,  astfel încât: 

( )jkjkAjk y,xfy,xfinfm
jk

′′==
∈⌧�`

( )
( )

 

( )jkjk
A

jk y,xfy,xfsupM
jk

′′′′==
∈⌧�`

 (1.18) 

 
Pe de altă parte, din ( )C∈ 2A f

jkA
(

2
0 Af

2A

 iar  compact rezultă că  este 

uniform continuă pe , deci şi pe   pentru 
)def

⇒ ( )∀  0>ε  ( )∃   

astfel încât pentru orice 

0>δε
( )jkjk ,η′ξ′  şi ( ) jkAjkjk , ∈η′′ξ ′′  cu 

( ) ( ) εδ<η′′ξ ′′jk ,−η′ξ′ jkjkjk ,

( ) ( )
 să avem 

2
jkjkjkjk Aaria

,f,f ε
<η′ξ′−η′ξ′  (1.19) 

 
Fie diviziunea  cu ( 2A'∈Δ )  şi calculăm: 

 252

Δ < δε
 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )−−≤−−−

−−−=−

∑∑∑∑

∑∑

= =
−

= =
−−

= =
−−ΔΔ

n

1j

m

1k
k1jjjkjk

n

1j

m

1k
1kk1jjjk

n

1j

m

1k
1kk1jjjk

yxxmMyyxxm

yyxxMfsfS

( ) =− −1ky

 

( ) ( )( )( )

( )( ) ε=

<

2A⋅ε=−−ε<

−−′′−′′′′=

∑∑

∑∑

= =
−−

= =
−−

2

n

1j

m

1k
1kk1jj

2

n

1j

m

1k
1kk1jjjkjkjkjk

aria
Aaria

yyxx
Aaria

yyxxy,xfy,xf
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( )2A5f ∈  Conform criteriului lui Darboux, rezultă 
 
 

Teorema 3

 253

: 
 Fie ·→2A:f , [ ] [ ]d,cb,aA2 ×=  
 

Dacă:  a) f  ( )2
0 AC∈

[ ]b,ax∈  există integrala simplă  b) pentru orice 

   ( )dyy,xf∫
d

c
 

Atunci:a) există integrala iterată ; ( ) dxdyy ⎥
⎦

⎤
,xf

b

a

d

c
∫ ∫⎢
⎣

⎡

 b)       (1.20) ( ) ( ,xfdxdyy,xf
b

a

d

cA2

∫ ∫∫∫ ⎢
⎣

⎡
= ) dxdyy ⎥

⎦

⎤

 

(1.20) este formula de descompunere a integralei duble în două integrale 
simple. 
 

 

Pentru simplitate, integrala iterată se mai notează . ( )dyy,xf∫ ∫
b

a

d

c

dx

Demonstraţie: 

Fie funcţia Φ şi arătăm că este integrabilă pe [ ] . ( ) ( )∫=
d

c

dyy,xfx b,a

)bxn

 
Considerăm diviziunile: 

...xxa( 101 =<<<==Δ  
...yyc( 102 )dym =<<<==Δ  

)m,1k =

[

;n,1j;A( jk ==Δ  

precum şi punctele intermediare ]x,x j1j−j ∈ξ  cu n,1j =

[ ]

 
 
Pentru funcţia ·→b,a

( )− =− 1jj x

Φ  considerăm suma Riemann: :

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )∑ ∑ ∫

∑ ∫∑

=
−

=

==
−Δ

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ξ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ξ=−ξΦ=ξΦσ

−

n

1j
1jj

m

1k

y

y
j

n

1j

d

c
j

n

1j
1jjjj

xxdyy,f

xdyy,fxx,

k

1k

1
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fDeoarece  este funcţie continuă pe [ ]d,c
[ ]k1 y,−

, deci pe fiecare interval 
, putem folosi teorema de medie pentru integrala simplă. ky

 
[ ]ky1,ky −k ∈η  cu m,1  astfel încât să Prin urmare, există puncte k =

avem: 

( )− =− 1jj x

 

Prin urmare obţinem: 
( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )( )∑∑

∑ ∑

=
−−

=

=
−

=
Δ

−−ηξ=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−ηξ=ξΦσ

n

1j
1kk1jj

m

1k
kj

n

1j
1kk

m

1k
kjj

yyxx,f

xyy,f,
1

 

( )kjj ,,f,
1

ηξσ=ξΦσ ΔΔ  (1.21) 

 valabilă rice
 
relaţie care este  pentru o iu diviz ne ( )2A'∈Δ . Este evident 

ptul că pentru 0  avem şi →Δ 0→ . fa 1Δ

Astfel, deo in trecere la limită în (1.21) rezultă 
5 i avem egalitatea: 

( )dyy,xf  adică 

( )dxdyy,x  

bservaţii

 
rece ( )2Af 5∈ , pra

[ ]( )b,a  ş∈Φ

( ) ∫∫∫ =Φ
2A

b

a

dxx

( ) ∫∫∫ ∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2A

b

a

d

c

fdxdyy,xf

 
O :--------------------------------------------------------------------------------- 

compunere a integralei duble poate avea şi 

( )2
0 AC∈  

 cy∈ ( )dxy,xf  

Atunci: a) ( ) ⎥
⎦

⎤
dydxy ; 

( ) ⎥
⎦

⎤
dydxy  

 

 
1) Teorema de des
următoarea formulare 
Dacă: a) f

b) pentru orice [ ]d,  există ∫
b

a

există ∫ ∫⎢
⎣

⎡d

c

b

a

,xf

 b) ( ) ∫ ∫∫∫ ⎢
⎣

⎡
=

d

c

b

aA

,xfdxdyy,xf
2
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2A
2) Teorema de descompunere rămâne valabilă şi pentru funcţii numai 
integrabile pe . 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

Fie  şi [ ] [ ]2,11 ×,0:A2 ( )
yx

1
+

=

f 2A

y,xf  

 
[ ]1,0xFuncţia  este continuă pe  şi pentru orice ∈   este continuă, 

deci integrabilă pe [ ]. 
f

2,1
 
Putem scrie: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ]

2ln43ln31xln1x2xln2x

xln2xln
yx

dydx
yx

dxdydxdyy,xf

1
0

1

0

2

1

1

0AA 22

−=++−++=

−+=
+

=
+

= ∫∫∫∫∫∫∫ dx1 =+
 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

8.2. Proprietăţi ale funcţiilor integrabile pe dreptunghi 
 
 
1) Fie ·→2A:g,f  
 

 Dacă funcţiile  şi  sunt integrabile pe , atunci funcţia f g 2A
gf β+α  ( )·∈βα, 2A este integrabilă pe  şi avem  

      (2.1) ( )( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫ β+α=β+α
222 AAA

gdxdyy,xfdxdyy,xgf ( )dxdyy,x

 (2.1) exprimă proprietatea de liniaritate a integralei duble. 
 

 
Din  şi g , conform definiţiei, pentru orice şir f ( )2A5∈ ( ) Nnn ∈Δ  cu  
 

( )2A'nΔ ∈  şi 0n =Δ
∞

( )dxdyy,x

( )dxdyy,x

lim
n→

 avem: 

( )( ) ∫∫=ηξσΔ∞→
2

n

A

n
jk

n
jkn

f,,flim  

( )( ) ∫∫=ηξσΔ∞→
2

n

A

n
jk

n
jkn

g,,glim  
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gf + βα  Formăm suma Riemann pentru funcţia 

( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( )n
jk

n
jk

n
jk

n
jk

n

1j

m

1k

n
k

n
1j

n
j

n
jk

n
jk

n
jk

n
jk

,,g,,f

yxx,gf,,gf

nn

n

ηξβσ+ηξασ=

−ηξβ+α=ηξβ+ασ

ΔΔ

= =
−Δ ∑∑ )( )n

1ky =− −

( )dxdyy,xf  

 

 
Prin trecere la limită obţinem: 

( )( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫ β+α=β+α
222 AAA

gdxdyy,xfdxdyy,xg

 
2) Fie ·→2A:f  
 

( )y ≥ Dacă funcţia  este integrabilă pe  şi f 2A 0,x 2Af  pe , atunci  

           (2.2) ( ) 0dxdyy,xf
2A

≥∫∫
 

 
Demonstraţie: 
Presupunem că 

( ) 0dxdyy,xf
A

<∫∫

( )2

(

2

f 5∈

 (2.3) 

 

Din   pentru A
)def

⇒ ( )∀  0>ε  ( )∃  0δ >ε

'∈

 astfel încât pentru orice 
diviziune  cu ( 2A )Δ εδ<Δ  şi orice alegere a punctelor 

( ) jk

( )( ) ( )

jkηjk ,ξ A∈  avem: 

ε<−ηξσ ∫∫Δ

2A
jkjk dxdyy,xf,,f  (2.4) 

 
În particular, dacă alegem: 

( )∫∫=ε
2A

dxdyy,xf
2
1  (2.5) 

 
Condiţia (2.4) ne permite să scriem 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )y,xf
2
1dxdyy,xf

2
1dxdyy,xf

dxdyy,xf
2
1dxdyy,xf,,f

222

22

AAA

AA
jkjk

=−=

+<ηξσ

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫Δ

0dxdy <

=
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f 2AAm ajuns la o contradicţie, deoarece funcţia  fiind pozitiv definită pe , 
suma Riemann ( )( ) 0, jk ≥,f jk ηξσΔ . 
 
Consecinţă: 
 
Dacă  a)  ( )2A5∈

)y≤ 2A

( )

g,f
 b)  pe  ( )y,xf ( ,xg
 
Atunci: 

( )∫∫∫∫ ≤
AA

dxdyy,xgdxdyy,xf
22

 (2.6)

 
3) Fie ·→2A:f ,  m  şi ·∈M  
 

 Dacă funcţia  este integrabilă pe  şi dacă  f 2A ( ) My,x ≤fm ≤
pentru orice , atunci  ( ) 2Ay,x ∈

 ( ) 2
A

2 ariaAMdxdyy,xfariaAm
2

⋅≤≤⋅ ∫∫        (2.7) 

 
 (2.7) reprezintă o formulă de medie pentru integrala dublă 
 

 
Demonstraţie: 

( )y M,xfm ≤≤  pe . Rezultă Conform consecinţei (2.6) avem 2A
( ) ∫∫∫∫∫∫ ≤≤

2AAA

dxdyMdxdyy,xfdxdym
22

 (2.8)

 
( ) 1y,xg = , suma Riemann este: Observăm, că pentru funcţia constantă 

 

( )( ) ( )( ) ∑∑∑∑
= == =

−−Δ =−−=ηξσ
n

1j

m

1k
jk

n

1j

m

1k
1kk1jjjkjk ariaAyyxx,, = 2ariaAg  

 
deci prin trecere la limită 

( )( )
A

jkjk0
dxdy,,glim

2

=ηξσ ∫∫Δ→Δ 2ariaA=

2ariaA⋅

 

 
Relaţia (2.8) devine: 

( )
A

2 Mdxdyy,xfariaAm
2

≤≤⋅ ∫∫  
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4) Fie ·:f  
 

 Dacă funcţia  este continuă pe , atunci există un  punct f 2A
( ) 2A, ∈ηξ  astfel încât 

                    (2.9) ( ) ( ) 2
A

ariaA,fdxdyy,xf
2

⋅ηξ=∫∫
 (2.9) este o altă formulă de medie pentru integrala dublă 
 

 
Demonstraţie: 
Fie  iar  compact, rezultă că  este o funcţie mărginită pe 

 şi îşi atinge marginile pe acest dreptunghi. Deci există două puncte 
 şi  astfel încât: 

( 2
0 A

2x

)Cf ∈ 2A f

2A
( ) 22 Ay ∈

( )
( ) ( )11A

y,xfy,xfinfm
2

==
∈⌧�`

( )
( ) ( )22

A
y,xfy,xfsupM

2

==
∈⌧�`

( )y,x ( ) 2Ay,x

( )11 y,x ,
 

 (2.10) 

 
Putem scrie că 

M≤ ( )fm ≤  ∈∀  
 
iar conform proprietăţii precedente avem: 

( )
A

2 Mdxdyy,xfariaAm
2

≤≤⋅ ∫∫ 2ariaA⋅  

( )
M

dxdy

2

≤

( )
( )

ariaA

y,xf
m A2≤

∫∫
 

 
adică: 

( )22
2

A
11 y,xf

ariaA

dxdyy,xf
y,xf 2 ≤≤

∫∫
 (2.11) 

 
Notăm cu: 

( )

2ariaA
2=μ

( )22 y,xf≤μ≤

A

dxdyy,xf∫∫
 (2.12) 

 
şi avem 
( )11 y,xf  (2.13) 
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Să considerăm funcţia compusă [ ]βα →·,
( ) ( ) ( )( )t,tfth ψϕ=

:h  
[ ]∈ α β,t  (2.14), 

 
[ ][ ] (→βαψϕ

 259

unde ·,:, ; )βα,C0

( )
( ) =βψ

=αψ

2

1

y
y

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=β
=α

22

11

y,xfh
y,xfh

∈ψϕ, , astfel încât 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=βϕ

=αϕ

2

1

;x
;x

 

 
Evident avem: 
 

 (2.15)

 
Deoarece [ ]( )βα, f∈ψϕ, C0 ( )2

0 AC∈ [ ]( )βα,C0 iar , rezultă că funcţia , 
deci ea are proprietatea lui Darboux pe acest interval. 

∈h

 
[ ] ( )∈ α β,t0  astfel încât = μRezultă că există 0t

( ) A, ∈ηξ
h . Prin urmare există 

 astfel ca: 2

 
( ) ( )( ) ( )ξ=ψϕ= ft,tf)t(h 000 η = μ,  

 

Conform (2.12), exsită ( ) 2A, ∈ηξ  astfel ca ( )
( )

2ariaA

dxdyy,x

) 2ariaA⋅

A

f

,f 2

∫∫
=ηξ , de 

unde deducem 
 

( ) (
A

,fdxdyy,xf
2

ηξ=∫∫  

 
5) Fie ·→2A:g,f  
 

 Dacă funcţia  este continuă pe  şi funcţia  este integrabilă f 2A g
pe , în plus g  pe , atunci există un  punct 2A ,x ( ) 2A, ∈( ) 0y ≥ 2A ηξ  
astfel că are loc egalitatea 
 
      (2.16) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅ηξ=

22 AA

dxdyy,xg,fdxdyy,xgy,xf

 
 (2.16) este a treia formulă de medie pentru integrala dublă 
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Demonstraţie: 
Folosim continuitatea uniformă pe  a funcţiei  şi dacă notăm cu m  şi 

 marginile acesteia pe , atunci avem şirul de inegalităţi 
2A f

M
( )y,xMg

2A
( ) ( ) ( )y,xgy,xfy,xmg ≤≤  

 
Obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )dxdyy,x

( ) ( )

( )

∫∫∫∫∫∫ ≤≤
222 AAA

gMdxdyy,xgy,xfdxdyy,xgm  

 
de unde deducem 

 260

M
dxdyy,xg

dxdyy,xgy,xf
m

2

2

A

A ≤≤
∫∫

∫∫
 (2.17) 

 
În continuare demonstraţia este identică celei corespunzătoare 
proprietăţii anterioare. 
 

·→2A:f6) Fie  
 

 Dacă funcţiile  şi f f 2 sunt integrabile pe A , atunci 

( ) ( ) ∫∫∫∫ ≤
22 AA

dxdyy,xfdxdyy,xf       (2.18) 

 

 
Demonstraţie: 
Folosim inegalităţile evidente 

( ) ( ) 2Ay,x( ) ( ) ( )y,xf ∈∀  y,xfy,xf ≤≤−  
 
Prin urmare, putem scrie: 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ ≤≤−
222 AAA

fdxdyy,xfdxdyy,x dxdyy,xf  

 
de unde rezultă că 

( ) ( )∫∫∫∫ ≤
22 AA

fdxdyy,x dxdyy,xf  
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7) Fie şirul de funcţii ( ) Nkkf ∈  cu 

 261

·→2Ak :f  şi funcţia ·→2A:f  
 
 

 Dacă şirul , funcţiile  fiind  integrabile pe , ( )f kk ∈ f
2A

u
N ⎯→⎯ kf 2A

atunci funcţia limită  este integrabilă pe A  şi se poate scrie egalitatea f 2

 
       (2.19) ( ) ( )∫∫∫∫ ∞→

=
22 A

kk
A

dxdyy,xflimdxdyy,xf

 

 
Demonstraţie: 
 

*) Arătăm mai întâi că şirul  este convergent. ( )
A

k

2

y,xf
⎜
⎜

⎝

⎛
∫∫

Nk

dxdy
∈

⎟
⎟

⎠

⎞

 
Din ( ) f

2A
u

N ⎯→⎯f kk ∈ , conform criteriului lui Cauchy, pentru ( )∀  0ε  ( )∃  un

a

>  

rang εN  stfel încât pentru ( )∀  > εN , k ( )∀  1≥  p şi (   
avem: 

)∀ ( ) 2Ay,x ∈

( ) ( )
 

2
kpk ariaA

y,xfy,xf ε
<−+  (2.20)

 
Calculăm  
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ε=ε<−≤

−=−

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

+

++

22

222

A2A
kpk

A
kpk

A
k

A
pk

dxdy
ariaA

dxdyy,xfy,xf

y,xfy,xfdxdyy,xfdxdyy,xf ≤dxdy

Nk

dxdy
∈

⎟
⎟

⎠

⎞

( )dxdyy,xf  

 

 

de unde deducem că şirul  este convergent. ( )
A

k

2

y,xf
⎜
⎜

⎝

⎛
∫∫

 
 

**) Arătăm că şirul ( ) ∫∫∫∫ →
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∈ 22 ANkA
k fdxdyy,x
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dxdyFie I   pentru ( )y,x∫∫∞→
=

2A
kk

flim
( )def
⇒ ( )∀  0>ε  ( )∃  N  astfel încât pentru 

orice  să avem: 

ε1

( )

ε> 1Nk
 

3
Idxdyy,xf

A
k

ε<−∫∫

f⎯→

2

 (2.21) 

 
( )def
⇒  pentru ( )∀  0>ε  ( )Din  ( )f kk ∈

2A

u
N ⎯ ∃  N  astfel încât pentru  

,   avem: 

ε2 ( )∀
( )y,x ∈

( ) ( )

ε> 2Nk ( )∀ 2A
 

2
k ariaA3

y,xfy,xf ε<−

{ }ε2N

( )2A

 (2.22) 

 
Fie  ε> 1 ,Nmaxp
 

Din    pentru pf 5∈
( )def
⇒ ( )∀  0>ε  ( ) 0>δ∃  ε ( )∀ astfel încât pentru  

 cu ( 2A )'∈Δ εδ<Δ  şi  ( )∀ ( ) jkAjkjk , ∈ηξ  avem: 
 

( )( ) ( )
3

dxdyy,xf,,f
A

pjkjkp
ε<−ηξσ ∫∫Δ

2

 (2.23) 

 
Calculăm: 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) <−

+η

Idxdy

, jk

+−ηξσ+

ξσ−ηξσ≤−ηξσ

∫∫∫∫Δ

ΔΔΔ

y,xfdxdyy,xf,,f

,f,,fI,,f

22 A
p

A
pjkjkp

jkpjkjkjkjk

 

( )( ) ( )( )

( ) ( )[ ]( )( ) ≤− −1ky−ηξ−ηξ+ε=

=ηξσ−ηξσ+ε<

∑∑
= =

−

ΔΔ

n

1j

m

1k
k1jjjkjkpjkjk

jkjkpjkjk

yxx,f,f
3
2

,,f,,f
3
2

 

( ) ( )( )( )

( )( ) ε=ε

<− −

3

y 1k

+ε=−−ε+ε<

−ηξ−ηξ+ε≤

∑∑

∑∑

= =
−−

= =
−

3
2yyxx

ariaA 33
2

yxx,f,f
3
2

n

1j

m

1k
1kk1jj

2

n

1j

m

1k
k1jjjkjkpjkjk
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( )2A5f ∈  şi că: Acest rezultat ne permite să spunem că 

( ) ∫∫∫∫ ∞→
==

22 A
kk

A

flimIdxdyy,x ( )dxdyy,xf  

 
8) Fie ·→f  2 AA2A 12 A∪: şi 22=  unde  şi  sunt două 
dreptunghiuri care nu au puncte interioare comune. 

12A 22A

 
 
 Dacă funcţia  este integrabilă pe dreptunghiurile  şi , f 22A12A
atunci ea este integrabilă şi pe  şi are loc egalitatea 2A
     (2.22) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=

22122 AAA

dxdyy,xfdxdyy,xfdxdyy,xf

 
 
(2.22) exprimă proprietatea de aditivitate faţă de interval a integralei 
duble. 
 
Demonstraţia este imediată şi foloseşte definiţia, folosind sumele 
Riemann. 
 
 

8.3. Integrala dublă pe domenii simple 
 
 

2Fie D ·⊂  un domeniu compact 
 
 
Definiţie

 263

: 
 Domeniul D  se numeşte simplu în raport cu axa OY, dacă 
este definit de inegalităţile: 
 , bxa ≤≤ ( ) ( )xy 2x1 ϕ≤≤ϕ          (3.1) 
 
unde  şi  sunt funcţii continue pe 1ϕ 2ϕ [ ]b,a  şi ( ) ( )x2ϕ≤x1ϕ  pentru 
orice . [ ]b,ax∈
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: 
 Domeniu D  se numeşte simplu în raport cu axa OX, dacă 
este definit de inegalităţile: 
 , dyc ≤≤ ( ) ( )y2xy1 ψ≤≤ψ            (3.2) 
 
unde  şi  sunt funcţii continue pe 1ψ 2ψ [ ]d,c  şi ( ) ( )y2y1 ψ≤ψ  pentru 
orice . [ ]d,cy∈
 
 
În fig.1 este ilustrat un domeniu simplu în raport cu axa OY, iar în fig.2 
este ilustrat un domeniu simplu în raport cu axa OX. 
 

 
- Figura 1 - 

 
- Figura 2 - 

 
Prin analogie cu cazul dreptunghiului  pentru o funcţie 2·2A ⊂

·· →⊂ 2D:f  unde D  este un domeniu simplu, se poate introduce 
noţiunea de integrabilitate şi de integrală dublă pe D , toate proprietăţile 
demonstrate pentru dreptunghi fiind valabile şi pentru un astfel de 
domeniu. 
 
În cele ce urmează, ne vom referi la calculul integralei duble pe un 
domeniu simplu. 
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Teoremă: 
 Fie D 2·⊂ , domeniul simplu în raport cu axa OY definit de (3.1) 
şi ·→D:f . 
 
Dacă: a) f  este continuă pe D  

( )
( )

( )x

x

dyy,xf∫
ϕ

ϕ

2

1

 [ ]b,ax∈  există  b) pentru orice 

 Atunci: 

 a) există integrala iterată ; ( ) dxdyy
⎥
⎥
⎦

⎤

( )

( )

,xf
b

a

x

x

2

1

∫ ∫
⎢
⎢
⎣

⎡ϕ

ϕ

 

 b)         (3.3) ( ) (
( )

( )

,xfdxdyy,xf
b

a

x

xD

2

1

∫ ∫∫∫
⎢
⎢
⎣

⎡
=

ϕ

ϕ

) dxdyy
⎥
⎥
⎦

⎤

 
 (3.3) este formula de descompunere a integralei duble în două 
integrale simple pentru un domeniu D 2·⊂ , simplu în raport cu axa OY. 
 

 

Integrala iterată o notăm şi în acest caz mai simplu, ∫ . ( )
( )

( )

∫
x

x

dyy,xf
ϕ

ϕ

b

a

2

1

dx

 
Demonstraţie: 
 

[Deoarece  şi  sunt continue pe compactul 1 2ϕϕ ]b,a  ele sunt şi 
mărginite şi îşi ating marginile pe acest interval. 
 
Notăm cu 

[ ]
( )xmin 1b,a

c
x

ϕ= (
∈ [ ]

, )xmax 2b,a
d

x
ϕ=

∈

]
 şi considerăm dreptunghiul 

. [ ] [ d,cb,a2 ×=A
 
Fie mulţimile: 
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( ) [ ] ( )[ ]{ }x,c 1ϕy,b,axy,xD 2
1 ∈∈∈= ·  

( ) [ ] ( )[ ]{ }d,x2ϕy,b,axy,xD 2
2 ∈∈∈= ·  

( ) [ ] ( ) ( )[ ]{ }x,x 2ϕ

2DD∪∪

y,b,axy,xD 1
2 ϕ∈∈∈= ·  

 
Evident avem , după cum se observă şi din figura 3. 12 DA =
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- Figura 3 - 

 
·→2A:f , definită de: Fie funcţia ajutăţoare 

( )
( ) ( )

( )⎩
⎨
⎧

∈

∈
=

D\Ay,xpentru0

Dy,xpentru,y,xf
y,xf

2

f

 (3.4) 

 
Ţinând seama de faptul că funcţia  continuă pe D  este integrabilă pe 

, se poate arăta că funcţia D f 2A este integrabilă pe dreptunghiul  dacă 
se foloseşte o teoremă dată de Lebesgue. 
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Din ipoteza că pentru orice [ ]b, ( )
( )

(

ax ∈  există 
)

∫
ϕ

ϕ

x

x

2

1

dyxf , putem afirma că 

există şi integrala ( )dyy,xf
d

c
∫ , deoarece dacă folosim aditivitatea faţă de 

interval a integralei simple, avem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyy,xf
)x(

)x(
∫dyy,xfdyy,xfdyy,xfdyy,xf

d

)x(

)x(

)x(

)x(

c

d

c

2

12

2

1

1

∫∫∫∫
ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

=++=   

conform (3.4) 
 

[ ]Din ( )2A5∈f  şi pentru orice ( )dyy,xfb,ax∈  există 
d

c
∫ , conform 

teoremei de descompunere a integralei duble pe dreptunghi, avem: 

( ) ( )dyy,xf
d

c
∫dxdxdyy,xf

b

aA2

∫∫∫ =  
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( ) ( ) ( ) ( )dyy,xf
d

c
∫

( )dyy,xf

dxdxdyy,xfdxdyy,xfdxdyy,xf
b

aDDD 21

∫∫∫∫∫∫∫ =++  

 
Dacă ţinem seama de (3.4) obţinem: 

( ) dxdxdyy,xf
d

c

b

aD
∫∫∫∫ =  

 
 

Teoremă 2: 
 Fie D 2·⊂ , domeniu simplu în raport cu axa OX definit de (3.2) şi 
o funcţie ·→D:f . 
 
Dacă:  

a) f  continuă pe D  

 267

 b) pentru orice [ ]d, ( )
( )

( )

∫
y

y

dxy,xf  
ψ

ψ

2

1

cy∈  există 

 
Atunci: 

( )
( )

( )

dxy,xf
x

x
∫dy

d

c

2

1

∫
ψ

ψ

;  a) există integrala iterată 

 b) ( ) ( )
( )

( )

dxy,xf
x

x
∫dydxdyy,xf

d

cD

2

1

∫∫∫
ψ

ψ

=         (3.5) 

 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă domeniul compact D  nu este simplu în raport cu una dintre axele 
de coordonate, atunci îl descompunem într-un număr finit de subdomenii 

 cu n1 D,...,D DDk
n,1

= k

( ) ( )∫∫ ∑∫∫
=

=
D

n

1k D

dxdyy,xfdxdyy,xf

k=
U , fiecare D  fiind domeniu simplu. 

 
O astfel de descompunere se poate realiza cu ajutorul unor paralele duse 
la axele de coordonate. În acest caz, 
 

k

 
 

(3.6)

------------------------------------------------------------------------------------------  
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Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 

∫∫
D

2ydxdyx  Să se calculeze 

unde ( ){ }0y,2 ≥ryxy,xD 222 ≤+∈= ·  

 
Domeniul D este semidiscul de raza r  situat în semiplanul superior 
(figura 4). 
 

 
- Figura 4 - 

 
[ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

∈

−∈

,0y

x
:D

− 22 xr

r,r
 

 
Deoarece D este domeniu simplu în raport cu axa OY, integrala se poate 
calcula astfel: 

( )
15
r2 5r

r
=⎥⎦

⎤
−5

x
3
xr

2
1dxxrx

2
1ydyxdxydxdyx

53
2

r

r

222
xr

0

2
r

rD

2
22

⎢⎣
⎡ −=−==

−

−

−
∫∫∫∫∫  

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 Aplicaţii ale integralei duble 
 

21) Calculul ariei unui domeniu compact D ·⊂

∫∫=
D

dxdyDaria
 

 (3.7) 

 
22) Calculul masei unei plăci plane care ocupă domeniul compact D ·⊂

+→·D:
( )∫∫ρ=

D

dxdyy,xM

 
având densitatea dată de ρ . 

 (3.8) 
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3) Calculul coodonatelor centrului de greutate al plăcii 
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( )

( )∫∫

∫∫

ρ=

ρ=

D
g

D
g

dxdyy,xy
M
1y

dxdyy,xx
M
1x

 (3.9)

 
4) Calculul momentelor de interţie pentru placă 

( )

( )

( ) ( )∫∫

∫∫

∫∫

ρ+=

ρ=

ρ=

D

22
O

D

2
OY

D

2
OX

dxdyy,xyxI

dxdyy,xxI

dxdyy,xyI

 (3.10)

 
 

8.4. Integrala triplă  
 
 
Extinderea teoriei integralei Riemann la funcţii de două variabile se poate 
continua pentru funcţii care depind de un număr oarecare de variabile. În 
cele ce urmează, vom prezenta cazul a trei variabile, pentru ca apoi prin 
analogie, să putem da teoria pentru n variabile. În cazul de faţă, 
introducem noţiunea de integrabilitate pe domenii din 3  care au volum. 
 
Fie  paralelipipedul determinat de: 3

3A ⊂ [ ] [ 22113 b,ab,aA ] [ ]33 b,a××=  
şi considerăm diviziunile: 

( )
( )
( )3p

2m

1n

bz
by

bx

=

=

=

1033

1022

1011

...zza
...yya
...xxa

<<<==Δ

<<<==Δ

<<<==Δ

 (4.1)

 
Cu ajutorul acestora, vom putea determina o diviziune Δ  a lui , 3A

( )p,1l; =m,1k;n,1j;A jkl ===Δ  (4.2)

unde [ ] [ ] [ ]l1l z,z −k1kj1jjkl y,yx,xA −− ××=  
 
Norma acestei diviziuni este definită de: 

( )jkl

p,1l
m,1k
n,1j

Adiammax

=
=
=

=Δ  
(4.3)
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Fie o funcţie →3A:f . 
 
Cu ajutorul punctelor arbitrar alese ( ) jkljkl Ajkljkl ,, ∈ζηξ , formăm suma 
Riemann  

( )( )

( )( )( )1kk1jj

n

1j

m

1k

p

1l
jkljkljkl

jkljkljkl

yyxx,,f

,,,f

−−
= = =

Δ

−−ζηξ=

=ζηξσ

∑∑∑ ( )1ll zz −−
 (4.4) 

 
 

Definiţie: 
( )( )3Af Funcţia  este integrabilă pe  f 3A ∈  dacă există un 

număr  cu proprietatea: pentru orice I 0>ε  există un 0>δε  astfel 
încât pentru orice diviziune ( )3A∈Δ  cu εδ<Δ  şi orice alegere a 
punctelor ( ) jkljkl A∈jkljkl ,, ζηξ  are loc inegalitatea: 
 ( )( )          (4.5) ε<−ζηξσΔ I,,,f jkljkljkl
 

 
Dacă  este integrabilă pe , numărul  din definiţie se numeşte 
integrala

f 3A I
 funcţiei f pe A3 (sau integrala triplă a funcţiei  pe A3) şi se 

notează: 
f

( )dxdydz

∫=
3A

f

2A 2A

∫∫∫=
3A

z,y,xfI  (4.6) 

sau mai simplu, I  

 
Definiţia este complet analogă celei date pentru funcţiile de  două 
variabile. Fără nici o modificare în demonstraţii, se poate extinde teorema 
Darboux de integrabilitate precum şi teorema care afirmă că orice funcţie 
continuă pe  este integrabilă pe . De asemenea, toate proprietăţile 
subliniate pentru integrala dublă se pot extinde şi la integrala triplă. 
 
Vom enunţa în mod special numai proprietăţile care conduc la cele trei 
formule de medie precizând mai întâi că pentru funcţia constantă 

→3A g:g , , suma Riemann asociată ne dă volumul lui . ( ) 1z,y,x = 3A

( ) =− −1ll zg  

3Avol=

( )( ) ( )( )−−=ζηξσ ∑∑∑
= = =

−−Δ

n

1j

m

1k

p

1l
1kk1jjjkljkljkl zyyxx,,,

n

1j

m

1k

p

1l
jklAvol= ∑∑∑

= = =

 
(4.7) 
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( )3A∈1) Dacă: a)  f
   b) ( z,y ) M,xfm ≤≤  ( )∀  ( ) 3Az,y,x ∈  

 
Atunci:  

( )
A

3 Mdxdydzx,y,xfAvolm
3

≤≤⋅ ∫∫∫ 3Avol⋅

( )3
0 AC∈

 (4.8)

 
2) Dacă , atunci există f ( ) 3A,, ζ ∈ηξ  astfel încât: 

( ) ( ) 3Avol⋅

∈

A

,,fdxdydzx,y,xf
3

ζηξ=∫∫∫  (4.9)

 
3) Dacă  şi ( )3

0 ACf ( )3Ag∈ , atunci există ( ) 3A,, ζ ∈ηξ  astfel încât: 

( ) ( ) ( ) (∫∫∫∫∫∫ ζηξ=
33 AA

,y,xg,,fdxdydzz,y,xgx,y,x )dxdydzzf  (4.10)

 
Calculul integralei triple pe paralelipiped  
 
Fie [ ] [ ] [ ]33 b,a22113 b,ab,aA ××=  şi →3A:f  
 
Notăm [ ] [ ] 2

2b ⊂2112 ,ab,aA ×=  
 
 

Teoremă: 
 
Dacă: a) f  este continuă pe A  3

 b) pentru orice ( )y,x 2A∈  există  ( )dzz,y,x∫
3

3

b

a

f

 
Atunci: 

 a) există integrala iterată  ( )z,y,xf
2

3

3A

b

a
∫∫ ∫
⎢
⎢
⎣

⎡
dxdydz
⎥
⎥
⎦

⎤

 b)     (4.11) ( ) ( )z,y,xfdxdydzz,y,xf
2

3

33 A

b

aA
∫∫ ∫∫∫∫
⎢
⎢
⎣

⎡
= dxdydz

⎥
⎥
⎦

⎤
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Teorema este valabilă şi în cazul unei funcţii  numai integrabile pe . f 3A

( )dzz,y,x

[ 1,a∈

( ) ( )∫∫∫∫∫∫ =
3

3

2

2

1

13

b

a

b

a

b

aA

dzz,y,xfdydxdxdydzx,y,xf

 
Formula (4.11) ne spune că o integrală triplă se calculează 
descompunând-o într-o integrală dublă şi una simplă. 
 

Dacă notăm cu  şi presupunem că pentru orice 

 există , atunci (4.11) devine: 

( ) ∫=
3

3

b

a

fy,xF

]1b ( )∫
2

2

b

a

dyy,xFx

 

 (4.12) 

 
şi calculul integralei triple se reduce la calcularea celor trei integrale 
Riemann simple. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Calculul integralei triple pe domenii simple 
 
 

2Fie un domeniu compact D ⊂ .  
 
 

Definiţie: 
 Domeniul compact 3⊂Ω  se nemeşte simplu în raport cu 
axa OZ, dacă este definit de  
 
 , ( ) Dy,x ∈ ( ) ( )y,x2zy,x1 ψ≤≤ψ       (4.13) 
 
unde  şi  sunt funcţii continue pe  şi 1 2ψψ D ( ) ( )y,x2y,x1 ψ≤ψ  
pentru orice ( )  Dy,x ∈
 

 272
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Un astfel de domeniu este ilustrat în figura 5. 
 

 
- Figura 5 - 

 
3Prin analogie, în , putem defini demenii simple în raport cu axele OY 

şi OZ. 
 
 

Teoremă: 
 Fie 3⊂Ω  un domeniu simplu în raport cu axa OZ definit de 
(4.13) şi o funcţie Ω→:f .  
 

Dacă: a) f  este continuă pe Ω ; 

( )
( )

( )

dzz,y,x
y

f
,x

y,x

2

1

∫
ψ

ψ

  b) pentru orice ( )y,x D∈  există 

 

Atunci: 

 a) există integrala iterată  ( ) dxdydz
⎥
⎥
⎦

⎤

( )

( )

z,y,xf
D

y,x

y,x

2

1

∫∫ ∫⎢
⎢
⎣

⎡ψ

ψ

 b)                         (4.14) ( )
( )

( )

z,y,xfdxdydzz,y,xf
D

y,x

y,x

2

1

∫∫ ∫∫∫∫ ⎢
⎢
⎣

⎡
=

ψ

ψΩ

( ) dxdydz
⎥
⎥
⎦

⎤

 

 
2Dacă domeiul D ⊂  este simplu în raport cu axa OY fiind definit de: 

bxa ≤≤ ( ), ( )xy 2x1 ϕ≤≤ϕ  
 
atunci (4.14) devine: 
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( )
( )

( )

( )
( )

( )

∫∫∫∫∫∫
ψ

ψ

ϕ

ϕΩ

=
y,x

y,x

x

x

b

a

2

1

2

1

dzz,y,xfdydxdxdydzx,y,xf  (4.15)
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f
Subliniem şi în acest caz faptul că teorema rămâne valabilă şi în cazul în 
care funcţia  este numai integrabilă pe Ω . 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

( )∫∫∫
Ω +

=
x1

Să se calculeze integrala: 
++ 3zy

dxdydz

Ω 0

I  

unde  este tetraedrul delimitat de planele x = , 0y = , , 
. (figura 6). 

0z =
1zy =+x +

 

 
- Figura 6 - 

 
Se vede imediat că  este un domeniu simplu în raport cu OZ şi poate fi 
reprezentat prin: 

Ω

( )
[ ]−−
∈

yx1,0
Dy

⎩
⎨
⎧

∈
Ω

x
,x

:  (4.16) 

 
- Figura 7 - 

 
De asemenea 2D ⊂

[ ]
[ ]− x1

1

 (figura 7) poate fi reprezentat ca domeniu simplu 
în raport cu axa OY prin: 

⎩
⎨
⎧Ω
y
x

:
∈
∈

,0
,0

 (4.17) 
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Prin urmare, integrala dată se poate calcula astfel: 

∫∫∫
−−

+
=

yx1

0D x1(
dxdyI

++ 3)zy
dz  

 
Însă 

( )
=

−− yx1

0
2z+++

−=
+++∫

−− yx1

0
3 yx12

1
)zyx1(

dz
⎥
⎦

⎤
−

+ 4
1

)y 2⎢
⎣

⎡
+ x1(

1
2
1  

 
Deci: 

( ) ( )

16
52ln

2
1dx

4
x3

x1
1

2
1

yx1
1dx

2
1dxdy

4
1

yx1
1

2
1I

1

0

x1

0
2

1

0D
2

−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−
+

=

⎢
⎣

⎡

++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

++
=

∫

∫∫∫∫
−

dy
4
1 =⎥
⎦

⎤
−

 

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 Aplicaţii ale integralei triple 
 
 

3⊂
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1) Calculul volumului unui domeniu compact Ω  

∫∫∫
Ω

= dxdydzV  (4.18)

 
 
2) Calculul masei unui corp tridimensional care ocupă domeniul compact 

3⊂Ω +→Ω

( )∫∫∫
Ω

ρ= dxdydzz,y,xM

 având densitatea dată de funcţia ρ . :
 (4.19)

 
 
3) Calculul coodonatelor centrului de greutate al acestui corp 

( )

( )

( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω

Ω

ρ=

ρ=

ρ=

dxdydzz,y,xz
M
1z

dxdydzz,y,xy
M
1y

dxdydzz,y,xx
M
1x

g

g

g

 (4.20)
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4) Calculul momentelor de interţie faţa de axele de coordonate, planele 
de coordonate sau originea sistemului de axe. 

( ) ( )

( )

ρ

dxdydzz,y,x

z,y,xz2

( ) ( )∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω

Ω

ρ++=

ρ=

+=

dxdydzz,y,xzyxI

zI

dxdydzyI

222
O

2
XOY

2
OX

 (4.21) 

 
 
5) Potenţialul newtonian în punctul ( )000 z,y,x0P  creat de acest corp. 

( )
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( )
( ) ( ) ( )∫∫∫

Ω −+−+−

ρ
=

2
0

2
0

2
0

000
zzyyxx

dxdydzz,y,xz,y,xU  (4.22) 

 
 

8.5. Schimbarea de variabilă în integrala multiplă  
 
 

nPentru o funcţie →

f
( )∫∫∫ n1n1

E

dx...dxx,...,xf...

⊂E:f  (E  domeniu compact) putem introduce 
noţiunea de integrabilitate şi de integrală multiplă de ordinul n  a funcţiei 

 pe compactul E , notată: 
 (5.1) 

 
Procedeul este analog cazurilor n=2 sau n=3. 
 
Pentru integrala (5.1) se poate enunţa teorema de descompunere într-o 
integrală multiplă de ordinul n-1 şi o integrală simplă. 
 
În multe cazuri, în funcţie de forma domeniului, se preferă să se apeleze 
la o schimbare de variabilă, calculele simplificându-se considerabil. 
 
În cele ce urmează, vom încerca să punctăm problema schimbării de 
variabilă în integrala multiplă, fără a intra în detaliul demonstraţiilor. 
 
Fie funcţia vactorială , nn →E: ⊂Φ ( )n2,...,1, ϕϕϕ=Φ  definită de 
relatiile: 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ϕ=

ϕ=
ϕ=

n21nn

n2122

n2111

t,...,t,tx
...

t,...,t,tx
t,...,t,tx

( ) Et,..t n1 ∈  (5.2)       
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( )
o

n0 Et ∈şi  02010 ,...,t,tt =
 
 

Definiţie: 
 Funcţia Φ  este regulată în 0t  dacă: 

  a) ∈Φ , ( 0
1 tVC )( ) ( )0tV 0t este o vecinătate a punctului . 

  b) Determinantul funcţional ( )
( )

0
0tt

n ≠
=t,...,tD

,...,D

n1

1 ϕϕ  

 

 
De asemenea, vom spune că funcţia Φ  este regulată pe mulţimea 
deschisă E n⊂  dacă ea este regulată în orice punct Et∈ . 
 
Funcţia  o mai numim şi transformareΦ  regulată. O astfel de funcţie 
transformă compactul E ( ) nE ⊂Φ . n⊂  tot într-un compact, 
 
Se demonstrează următoarea: 
 
 

Teoremă: 
( )Φ → Fie funcţia E:f  

Dacă: 
  a)  este o transformare regulată. nn →E ⊂∈Φ

( )EΦ    b) f  este continuă pe 
 

Atunci există şi sunt egale următoarele integrale: 
          (5.3) 

( )
( )∫∫∫ =

Φ
n1n1

E

dx...dxx,...,xf...

 ( ) ( )[ ] ( )
( )∫∫∫

ϕϕ
ϕϕ= n1

n1

n1
n1nn11

E

dt...dt
t,...,tD

,...,Dt,...,t,...,t,...,tf...  

 

 (5.3) este formula schimbării de variabile în integrala multiplă. 
 

 
În continuare, vom da exemple de schimbări de variabile folosite pentru 
calculul integralelor duble şi triple. 
 
 
1) Schimbarea de variabile în coordonate polare 
 
Pornind de la coordonatele polare r  şi θ , putem defini transformarea 
regulată  prin  22 →E: ⊂Φ
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( )
( )⎩

⎨
⎧

θ=θϕ=
θ=θϕ=

sinr,ry
cosr,rx

2

1 2E,r ⊂∈θ,  ( )  (5.4) 

 
În acest caz 

( )
( )

r
cosrsinr
sincos

,rD
21 =

θθ−
=

θ
,D ϕϕ θθ

 (5.5) 

 
Pentru o funcţie ( ) ( )EΦ  avem: 2 , f  continuă pe Φ:f →⊂E

 278

( )
( )

( )∫∫∫∫ θθ=
φ EE

rdrd,rfdxdyy,xf  (5.6) 

 
Dacă, în particular, mulţimea ( )EΦ  este discul ( ) 22 Ry ≤2x +  (figura 8) 

 
- Figura 8 - 

 

pentru transformarea regulată Φ ,  

⎩
⎨
⎧

θ=
=

sinry
cosrx θ [ ]

[ ]π∈θ
∈

2,0
R,0r

[ ] [ ]π×= 2,0R,0

,   (5.7) 
 

mulţimea E  este un dreptunghi (figura 9) 

 
- Figura 9 - 
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( )
( )

( ) ( )∫∫∫∫∫∫
π

Φ

θθ=θθ=
2

0

R

0EE

d,rfrdrrdrd,rfdxdyy,xf

şi conform (5.6) avem: 

 (5.8)

 
Astfel, aria discului de rază R , se calculează simplu: 

( )

2
0

000E

R
2

drdRdxdyA π=θ=θ==
Φ

∫∫∫∫ 2
R22R

r π
π

 

 
2) Schimbarea de variabile în coordonate polare generalizate 
Transformarea regulată  este definită prin relaţiile: 22 →

⎩
⎨
⎧

θ=θϕ=

E: ⊂Φ
θ=θϕ=

cosbr),r(y
cosar),r(x

2

1 ( ) E,r ∈  ∈θ ;  b,a

( )
( )

 
(5.9)

abr
,rD
,D 21 =
θ
ϕϕ  (5.10)

 
( ) →⊂ 2Φ E:f ( ( )Pentru , )EΦ

( )
( )

( )∫∫∫∫ θθ=
Φ EE

rdrd,rfabdxdyy,xf

Cf 0∈  avem: 

 (5.11)

 
Cu ajutorul transformării regulate (5.9) putem calcula aria elipsei cu 

semiaxele  şi b , a cărei ecuaţie este a 1
b
y

2

2

2

2
≤+

⎩
⎨
⎧

θ=
θ=

sinbry
cosarx [ ]

[ ]π∈θ
∈

2,0
1,0r

a
x  

 
În cazul de faţă,  

,   (5.12)

 

 
 

- Figura 10 - - Figura 11 - 
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( ) ( )

ab2
0 π=π

2
rabdrdrabrdrdabdxdyA

1

0

22

0

1

0EE

θ=θ=θ==
π

ΦΦ
∫∫∫∫∫∫  

 
 
3) Schimbarea de variabile în coordonate sferice 

θ ϕ,,r  Pornind de la coordonatele sferice 

 
 
putem defini transforamrea regulată  prin relaţiile: 33 →E: ⊂Φ

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=θϕϕ=
=θϕϕ=
=θϕϕ=

r,,rz
r,,ry
r,,rx

3

2

1

θ
ϕθ
ϕθ

sin
sincos
coscos

, ( ),,r θϕ 3E ⊂∈  (5.13) 

 
Pentru această transformare, determinantul funcţionale este: 

( )
( )

θ= cosr2

θϕ
ϕϕϕ

,,rD
,,D 321  (5.14) 

 
( )( )EC0 Φ

ϕθθ ddrd

f ∈  avem Pentru ( )→EΦ:f , 

( )
( )

( )∫∫∫∫∫∫ θϕ=
Φ E

2

E

cosr,,rfdxdydzz,y,xf  (5.15) 

 
Dacă mulţimea Φ  este sfera . ( )E Rz2 ≤+yx 22 +

Φ  cu Din figura 12, pentru transformarea regulată 
[ ]

 280

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

rz
ry
rx

θ
ϕθ
ϕθ

sin
sincos
coscos

  

)2,0[
2

,
2

R,0

π∈

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ−∈

r

ϕ

θ

∈

 (5.16) 

 
mulţimea E  este paralelipipedul (figura 13), definit de: 

[ ] [ ]π×⎥⎦
⎤ 2,0E  ⎢⎣

⎡ ππ−×=
2

,
2

R,0
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- Figura 12 - - Figura 13 

 
Conform (5.15) avem: 

( ) ( )

( )

( )

∫ ∫∫

∫∫∫∫∫∫
π

π−

π

Φ EE

ϕϕθθθ=

=ϕθθθϕ=

2

2

2

0

R

0

2

2

d,,rfdcosdrr

ddrdcosr,,rfdxdydzz,y,xf

 (5.17)

 
Astfel, putem calcula cu uşurinţă volumul sferei de rază R. 

( )

3
R4 32

0
2

2

R

0

32

2

2

0

R

0

2

2

π=ϕθ=ϕθθ=

=ϕθθ==

π
π

π−

π

π−

π

∫ ∫∫
 

 
4) Schimbarea de variabile în coordonate sferice generalizate

sin
3
rddcosdrr

ddrdcosrdxdydz
EEΦ
∫∫∫∫∫∫V

 
 
Transformarea regulată 33E: →⊂Φ  este definită astfel: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎧

=θϕϕ=
=θϕ

=θϕϕ=

sincr,,rz
br,,r

cosar,,rx

3

2

1
⎪
⎨ ϕ= cosy

θ
ϕθ

ϕθ

sin
cos

,  ( ),,r θϕ 3E ⊂∈  (5.18)

 
unde ∈c,b, , iar determinantul funcţional este: a

( )
( ) θcosabcr21  =

θϕ
ϕϕϕ

,,rD
,,D 32 (5.19)
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Pentru ( ) →E , f ∈Φ:f ( )( )EC0 Φ  avem: 

ϕθθ ddrd( )
( )

( )∫∫∫∫∫∫ θϕ=
Φ E

2

E

cosr,,rfabcdxdydzz,y,xf  (5.20) 

 
 
5) Schimbarea de variabile în coordonate cilindrice 
 
Pornind de la coordonat  z,,r θele cilindrice  
 

 
 

33 →  prin: 
 
putem defini transformarea regulată E: ⊂Φ

( )
( )
( ) =ϕθ

ϕ=ϕθ
θ=ϕθ

z,,r
sinr,,r
cosr,,r

,  ( ) 3Ez,,r ⊂∈θ  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕ=
ϕ=
ϕ=

z
y
x

3

2

1

(5.21) 

 
Determinant
( )
( )

ul funcţional este: 

r  
,
, 32 =
θ
ϕ

 
,rD
,D 1

ϕ
ϕϕ

iar pentru ( ) →3 , ⊂Φ E:f ( ( ))EC0 Φ  obţinem: 
 

( )
( )

( )∫∫∫∫∫∫ ϕθθ=
Φ EE

drdrdz,,rfdxdydzz,y,xf

f ∈

 (5.22) 

 

 282
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8.6. Integrale simple improprii  
 
 

oţiunea de integrală (definită) a fost introdusă pentru funcţii mărginiteN  
efinite pe un compactd . 

rin urmare, ne putem pune problema în ce măsură poate fi extinsă 
u fu ţii mărginite sau nemărginite 

efinite pe un interval necompact. 
 
 

 
P
noţiunea de integrală (definită) pentr nc
d

Definiţie: 
 Integrala definită pentru o funcţie mărginită sau nemărginită 
pe un interval necompact, dacă există, se numeşte integrală 
improprie sau integrală generalizată. 
 

 
Pentru a înţelege mai bine acest tip de integrabilitate, să începem cu 
următoarele exemple: 
 
 

1) Funcţia →+∞) , ( ),a[:f 2x
1

=  este funcţie continuă pe orice 

 pe 
1+

xf

),a +∞  deci integrabilcompact [ ] [u,a ⊂ ă [ ]u,a , iar integrala 

( ) ∫∫ =
+

=
u

a
2

u

a

uarctg
x1

dxdxxf − aarctg  

s între graficul funcţiei, axa OX şi 
a , ux =

 
Cu observaţia că

 
reprezintă aria domeniului cuprin
dre . ptele x =

  

[ ] aarctg−
2

aarctguactg πlim =−  

ă se poate da un sens integralei improprii, 

∞→u

putem afirma c ∫
∞

+a
2x1

dx
, ca arie 

a domeniului nemărginit cuprins între graficul fu a OX şi dreapta 
a= . 

 

ncţiei, ax
x

( )2) Funcţia →+∞) , ,1[:f
x
1xf =  este continuă, deci integrabilă pe 

orice compact ,1[ ),1[]u +∞⊂  şi avem: 
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( ) ∫∫ ==
u

1

ulndxdxxf  
u

1 x
 

Cum ∞=
∞→

ulnlim
u

, putem afirma, în cazul de faţă, că integrala ∫ x
dx

 nu 
∞

1

re sens. a
 
 

3) Funcţia →)1,0[:f , ( )
2x1−

 este continuă, deci integrabilă pe 1xf =

orice compact [ ] )1,0[u,0 ⊂ , iar 

uarcsin
x1

dx
u

0
2
=

−∫  

 

Cum 
2

nuarcsinlim
1u
1u

=
<
→

, înseamnă că putem da un sens integralei 
π

∫
1

− 2x1
dx  pe intervalul necompact )1,0[ . 

0

 
 

4) Funcţia →]1,0 , (:f ( ) 3x
x =  este continuă, deci integrabilă pe orice 

i avem: 

1f

]1,0(⊂  şcompact ]1,u[

( )
2
1

u2
1dxdxxf 23

u

−=− ∫∫  
1

x

1

u

 

Deoarece ∞=⎥⎦
⎤−

>
→ 2

1
u2 2

0u
0u

, putem afirma că, în acest caz, nu putem da 

un sens integralei 

⎢⎣
⎡ 1lim

∫
1

dx  pe intervalul (0,1]. 

 
0

3x

Fie o funcţie →)b,a[:f  unde b poate fi finit sau infinit. Presupunem că 
[( a ])u,  pentru orice )b,a[] ⊂ .  compact u,a[f ∈
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Definiţie: 
 Funcţia f  este integrabilă impropriu (în sens generalizat) pe 

)b, ă există şi este finită limita: a[  dac

 ( ) ( )∫∫= dxxfsaudxxfx  ( )∫
−

<
→

0b

a

b

a

)not(u

abu
bu

dxflim

 

 

În acest ca  integrala improprie ∫
a

dxxf  este convergentă. 

 

z, spunem că ( )
−0b

Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Dacă f  este integrabilă ul [ pe compact ]b,a  atunci ea este şi inegrabilă 

 sens gen )b,a[ ă integrale sunt egale. 

roca nu este totde
 

u

a
b

 este infinită, ( )∫
−0b

a

dxxf  

ste divergentă. 

eralizat pe  iar cele douîn
 
Recip auna adevărată. 

( )∫ dxxflim  nu există sau2) Dacă 
<
→

bu
u

 atunci integrala 

e
 
3) Funcţia →]b,  unde a
impropriu pe acest interval, dacă există şi este finită limita: 

( )∫
+

b

0a

dxxf  

 
( )

a(:f  este finit sau infinit este integrabilă 

b

( )∫
>
→

=
)not(

uau
au

dxxflim

4) Dacă →b,a , atunci prin definiţie: 

( ) (∫∫∫
−

++

+=
0b

c

c

0a0a

fdxxf (6.1)

este convergentă numai dacă 
reapta sunt convergente: 

] { }

:f

( ) )
−0b

dxxdxxf  

unde bca << , ia tegrala din stânga r in
cele două integrale din d
 
5) Dacă [ →c

( )∫
+

=
0ca

b

a

dxxf (6.2)

\b,a:f  atunci, prin definiţie 

( ) ( )∫∫
−

+
b0c

dxxfdxxf  
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grala din stânga este convergentă, dacă cele două integrale 

6) D e integralele din dreapta este 
divergentă, dar există şi este finită limita 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫∫

ε+

ε−

→ε

b

c

c

a
0

dxxfdxxflim  (6.3) 

La fel, inte
din dreapta sunt convergente. 
 

acă în (6.2) cel puţin una dintr

 
atunci spunem că f  este integrabilă pe [ ]b,a  în sens Cauchy (în sensul 

şi notăm: 

⎦

⎤

⎣

⎡

ε+

ε− b

a

b

c

c

a

----

valorii principale) 

( ) ( ) ( )∫∫∫ =⎥⎢ +
→ε p0

dxxfVdxxfdxxflim  (6.4) 

------------------------------- ------------------------------------------------------ -  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

[ ] { }c → , \ ( )b,a:fFuncţia 
cx

xf
−

=  nu este integrabilă impropriu pe 

( )

1

acest interval deoarece 

[ ] −∞=−
<
→ ∫∫∫ calnculnlimdxlim

cx
dxxf

u

acu
cu

 −−=
−

=
−

=
<
→cx

cu
cu

aa

Dar 

−−
dx

0c0c

|cb|ln]dxdx[lim
c b

−=+∫ ∫
ε−

 (finită) 
caxcx

a c
0 −−−

ε+
→ε

şi putem trage concluzia că funcţia dată este integrabilă în sens Cauchy 
e [ ]b,a . 

---------------- -----------------------------------  

c

p
------------ ------------------------------

 

 

Definiţie: 

 Integrala i ( )∫
−b

xf  (unde b  este finit sau infinit) 
0

dxmproprie 
a

este ăabsolut convergent , dacă ( ) integrala ∫
−0

a

dxxf  este 
b

convergentă. 
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 Criterii de convergenţă  
 
1) Criteriul lui Cauchy 
 
Fie →)b,a  (b este finit sau infinit) şi presupunem că f  este 

ă pe )b,a[]u ⊂ . 
[:f

integrabil  orice compact ,a[
 
 

Integrala ( )∫
−0b

a

dxxf  este convergentă dac i numai dacă pentru orice ă ş

 287

0>ε  există un bb <ε  astfel încât p bu,uentru orice ′ ′′ < , cu proprietatea 
u <′′ub <′<ε b  are loc inegalitatea  

 ( ) ε<∫ dxxf      (6.5) 
′′

′

u

u
 

 
Demonstraţie: 

a

 

Notăm ( ) ( )∫=
u

dxxfuF  pentru ( )∀  ( )b,au∈ . Dacă 

( )∫
<
→

u

abu
bu

dxxflim

∫
−0b

a

dx)x(f  este 

, atunci exist  ⇒  funcţia F 

u

convergentă

limită finit

ă ş

b

i este finită limita, 

=  ⇒  conform criteriului Cauchy-Bolzano de la are ă în 
funcţii avem: pentru orice 0>ε  există bb <ε  astfel încât pentru orice 

u,u′  buub′′  cu <′′<′<  să avem: ε

 
( ) ( ) ε<′−′′ uFuF  (6.6)

( )

 
Rezultă 

( ) ε<dxxfdxxf  − ∫∫
′′′ u

a

u

a

adică ( ) ε<  

 
Deoarece condiţia din criteriul Cauchy-Bolzano este necesară şi 
suficientă, rezultă şi implicaţia inversă. 
 

∫
′′

′

u

u

dxxf
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[ ]( )u,a  oricare ar fi compactul )b,a[] ⊂ . u,a[2) Fie →)b, , f ∈a[:f
 
 

( )
−0b

∫
a

dxxf  este absolut convergentă atunci ea este şi  Dacă 

convergentă. 
 

 
Demonstraţie: 

)dx  abDin (∫
−0b

a

xf solut convergentă ⇒  ( )∫
−0b

a

dxxf  convergentă ⇒  

rm criteriulu chy avem pentru confo i Cau ( )∀  0>ε  ( ) b< b∃ ε

( )

, astfel încât 
buu <′′<′<  are loc opentru orice bε negalitatea: 

ε<∫
′′

′

u

u

dxxf  (6.7) 

 

 288

Dar ( ) ( ) ε<∫
′′

′′

u

uu

dxxf  şi conform criteriului lui Cauchy, rezultă 

∫
a

dxxf  convergentă. 

3) Criteriul comparaţiei

≤∫
′′u

dxxf

( )
−0b

 
 

 
 

 Fie →)b,a[:g,f  (b  sau infin finit it) 
 Dac (x) ( )xg≤  pen [ ]b,axă:  a) f0 ≤ ∈tru orice , 
  [ ]( )u,a∈ )b,a[]u ⊂  b) f  şi g  pentru orice ,a[
  

Atunci: 

 a) ( )∫
−0b

a

dxxg ( )∫
−0b

a

dxxf  convergentă   convergentă ⇒  

 b) ( )∫
−0b

a

dxxf ( )∫
−0b

a

dxxg  divergentă  divergentă ⇒  
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straţieDemon : 

) Din ( )∫
−0b

a

dxxg ă ⇒  exsită ş ( )∫
u

a
b

dxxg . 

( )∫
u

a

dxxf  şi folosim proprietatea de monotonie a integralei 

imple 

( )∫
u

dxxg  

)  este şi mărginită p

( )∫
u

a

dxxf  

este convergentă. 
 

b) Dacă ( )∫
−0b

a

dxxg  convergentă, conform punctului a) ar 

( )∫
−0b

xf ă, deci contradicţie. 

 

 convergent i este finită 
<
→

bu
u
lima

Notăm =)u(F

s

( )∫=
u

dxxf)u(F ( )∫ →
≤≤

bu

u

a

limdxxg
< abua

 
Rezultă că funcţia F  crescătoare pe b,a[ e acest 

interval. Deci exis ( ) =∫ dxxf finită. Reztă 
<
→

u

abu
bu

u(Flim =
<
→

bu
bu

lim) ultă că 

 presupunem 

dx  convergentrezulta 
a

 
+∞),a[:f →4) Fie funcţia , 0a >  

 
 

Dacă: 
 a) ( ) 0xf > ) ( )∀  x ,a[ +∞∈ , 
 b) [ ]( )u,af ∈  ( )∀  ]u,a[ ⊂ ),a[ +∞  
 c) xlim ( )xfα 0A >=  

x ∞→

Atunci: 

 ( )∫
∞

a

dxxf  convergentă  a) dacă 1>α , ∞<≤ A0  ⇒

 ( )∫
∞

a

dxxf  divergentă  dacă 1≤α , ∞≤< A0  ⇒ b)
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: 
( )def

Din Alim
x

=
→

 ( )xfα ⇒  pentru orice 0>ε  există ab >ε  astfel încât 

εb  avem: 

x
∞

pentru orice >x
( ) ε< , adică −α xfx ( ) ε+<<ε− α AxfxA , sau  A

α
<ε−

x
A ( )

α
ε+<

x
Axf  (6.8) 

e, se foloseşte criteriul com ţiei stabilind, mai întâi, natura 

alei 

 
În continuar para

integr ∫ α
a x

∞
dx  după valorile parametrului α . 

[ ]
⎪⎩

>α
α−

⎪
⎨
⎧∞

=== α−α−
∞

∫∫ a
xlimdxlimdx 1

u

aa

α <
−

α−
=

α−
α−

∞→

α−

∞→α∞→α 1pentru
1

1pentru
aulim

1
1

1xx
11

u

u

a

1

uu
 

1=α  avem 
 
Pentru 

[ ]==
∞

ulnlimdxlimdx
u

 

 
Se obţine 

∞=−
∞→∞→ ∫∫ aln

xx u
a

u
a

convergentă pentru 1>α  ∫
∞

dx   
gentă pentru 1 (6.9) α

a x diver ≤α

 
5) Fie funcţia →)f , b  finit b,a[:
 
 

Dacă: 
 a) ,a( )xf 0>  ( )∀  )b[x∈ , 
 b) [ ]( )u,a  ( )∀  u,a[f ∈ )b,a[] ⊂  
 c) ( ) xfxblim − α ( ) 0A >=  

b  x
bx

<
→

Atunci: 

 ⇒   convergentă( )∫
−0b

a

dxxf   a) dacă , 1<α ∞<≤ A0

 ( )∫
−0b

a

dxxf  divergentă b) dac ă 1≥α , ∞≤< A0  ⇒ 
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: 

Din 
b  x <

 ( )x α− ( )xfblim
bx→

( )def
⇒ > bb <ε 0 pentru orice  există ε

x< po ie egali

( )

 astfel încât 

pentru orice bb <  se ε ate scr tatea: 

( ) ε< , adic−− α Axfxb ă 

( )
( )

( )
+ ε

αα −
<<

−
ε−

xb
Axf

xb
A  (6.10)

Şi în acest caz se foloseşte criteriul comparaţiei după ce se stabileşte 

natura integ
( )

 

ralei ∫
a

−0b dx
α− xb

 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
−

α∞
=−−−

α−
=

−
=

−
α−α−

<
→α

<
→

−

α ∫∫
1

ab

,
ubablim

1
1

xb
dxlim

xb
dx 11

bu
bu

u

abu
bu

0b

a <α
α

>
α−

1,

1
1  

1=α , integrala este 
 
Pentru 

[ ] ∞=− u  

Se obţine 

entr  1

−−=
−

=
−

<
→

<
→

−

∫∫ blnablnlim
xb

dxlim
xb

dx

bu
bu

u

abu
bu

0b

a

 

convergentă p u   <α  
( )∫

−

α−

0b

a xb divergentă pentru 1
dx

  (6.11) α  ≥

 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

1) Integrala ∫
∞

++0
23 2xx

dx  este convergentă deoarece 

( ) 1=  dacă xα
α

2xx 23x ++∞→
limxfxlim

x
=

∞→
1

2
3
>=α  

 

2) Integrala ∫
0

ctg  este divergent  deoarece 

π
2

xdx ă

( ) 1=  pentru 
xs
xcosxαα 1

in
limxfxlim

0x
0x

0x
0x

=
>
→

>
→

=α  
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x , a rgen ce 3) In 0>  este conve tă pentrutegrala ∫
∞

a

−α xdex  ori ∈α  

Într-adevăr, p 0  putem scrie entru x >

!n
...

!2
x

!1
x1e

n2
x ++++= , x...

!n
xn

>+ ∈n  

 
rezultă  

nx
e <<  adică x !n−0 α−< nx

ex  

Cum pentru orice

−α x !n

 
 ∈∈α  se poate determina un n 1n >α−  

 

 astfel ca 

şi cum ∫
∞

α−
a

nx
dx

 este convergentă conform r zultatului ( apela la 

criteriul comparaţiei şi tragem ă ă este 
ă  

e

concluzia c

6.9), putem 

 integrala dat
convergent  pentru orice ∈α . 
 
 

4) Integrala ∫
1

0 x
dx

 este convergentă conform rezultatului (6.11) deoarece 

1
2
1
<=α , iar integrala ∫

1 dx
 este divergentă conform aceluiaşi rezultat 

0 xx

deoarece 13
> . 

2
α

) Integrala Euler-Poisson

=

 

5 , ∫ −x dxe
2

 este covergentă conform criteriului 

 
Într-adevăr, putem scrie 

∫∫∫
∞

−−
∞

− +=
1

x
1

0

x

0

x dxedxedxe
222

 (6.12) 

1≥  (6.13) 

∞

0

comparaţiei. 

 
Folosim inegalitatea 

xx ee
2 −− ≤  pentru x
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şi calculăm: 
 

ee1
u

1
⎥⎦⎢⎣∞∞→

1ux ⎤−
∞

− e1limdxelimdxe
u

u
x =⎡ −==

→

−∫∫  

Din convergenţ ∫
∞

−

1

xdx şi (6.13) rezultă convergenţa 

 ∫
∞

−

1

x dxe
2

. 

 

Vom da o metodă simplă pentru calculul acestei integrale folosind 

( )

e  a integralei 

integralei

 
 Calculul integralei Euler-Poisson  
 
 

monotonia integralei simple şi inegalităţile: 

( ) [⎪
⎧ ≤− −

0pentruex1 nxn2 2

]
⎪
⎩

⎨ ∞∈
∈

+
≤− ),0[x

1,x
pentru

x1
1e n2

nx2  (6.14)

 

( )

Putem scrie că: 

( ) ∫∫ −

+
≤≤≤ n2

nx dx
x1
1dxdxedx  

şi reţinem 

∫∫
∞

−
0

1

0

1

0

n2 ex1
2

∞
−

0

nx2

 

( )
( )∫∫∫

∞∞
−

+
≤≤− n2

nx
1

n2 dx
x1
1dxedxx1

2
 (6.15)

 deducem relaţia de recuren

000

 

Pentru ∫=
1

I ( )−
n2

n dxx1 ţă 
0

1nI1n2
n2

−+
 

( )
( )

nI =

astfel că obţinem: 

!!1n2
!!n2In +

=  

)

(6.16)

 

Pentru 
(∫ +0

2x1
 deducem rela

∞
1= nn dxJ ţia de recurenţă n 2n2

3n2J
−
−=

bţinem: 

1nJ −  şi 

o
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( )
)( !! 2

!! 3n2 −π  (6.17) n22
Jn −

=

 

De asemenea ∫
∞

−

0

tnx dte
n

1dxe
22

 dacă∫
∞

− =  facem schimbarea 
0

txn = . 

Astfel şirul de inegalităţi (6.15) se scrie: 
 

( )
( )

( )
( ) !! 2n2

!! 3n2
n

2
dxe

!! 1n2
!n2

n
0

x2

−
−π≤≤

+ ∫
∞

−  (6.18) 
! 

 
Ţinem seama de limita lui Wallis, 

( )
( ) 2!! 1n21n2

lim
n

=
−+∞→

 (6.19) 

 

!! n2 π

 
şi deducem 

2
dxe

0

x2 π=∫
∞

−  

rale multiple improprii 

(6.20) 

 
 

8.7. Integ  
 
 

entru simplitate, vom prezenta numai cazul integralei duble, rezultatele 
uşurinţă să fie extinse, pentru integrala triplă sau integrala 

 un ordin oarecare.  
 
Am definit in ( )dxdyy,x  a funcţiei reale f, definită şi 

ă .D 2

P
putând cu 
multiplă de

tegrala dublă ∫∫
D

f

 pe un domeniu compact mărginit ⊂

Vom extinde această definiţie mai întâi pentru cazul în care D nu mai este 
ntru cazul în care pe domeniul D mărginit este definită 

o funcţie nem ă. 
 

 
 

mărginit şi apoi pe
ărginit

 

Definiţie: 
 D 2omeniul D ⊂  este nemărginit dacă el te conţine punc
exterioa sc cu centrul în originea de re oricărui di sistemului 
coordonate (figura 14). 
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- Figura 14 - 

 
 

Definiţie: 
2D Mulţimea nemărginită ⊂  admite o exhausţiune, dacă 

există un şir  de domenii compacte din ( ) NnnD ∈
2  cu proprietăţile: 

 1) DD , ...D3 ⊂
n

21 ⊂⊂ DDn
1

=
≥
U  

A D⊂  există un  2) pentru orice mulţime compactă ∈n  
astfel ca  nDA ⊂
 

 
De exemplu, dacă considerăm şirul crescător de numere pozitive ( )  

cu , şi discurile 
NnnR ∈

∞=
∞ nR

→n
lim ( ){ }2

nR22
n yxy,x ≤+∈=

DKn

K , putem defini 

mulţimile compacte Dn ∩= . 
 
Şirul  astfel construit, este o exhaustiune a domeniului nemărginit 

. 
( ) NnnD ∈

D
 

2Fie → D f
D

⊂D:f ,  este domeniu nemărginit şi presupunem că  
este integrabilă pe orice subdomeniu compact A ⊂ . 
 
 

Definiţie: 
f  este integrabilă impropriu pe domeniul nemărginit  Funcţia 

D

 295

, dacă există un număr finit ∈I  astfel ca pentru orice 
exhaustiune  a lui D  să avem: ( )nn ∈ND

           (7.1)  ( ) Idxdyy,xflim
nD

n
=∫∫∞→

 

 
Numărul I  se notează: 

( )dxdyy,x∫∫=
D

fI  (7.2)

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

şi se numeşte integrala improprie a funcţiei f pe domeniul nemărginit . 
În acest caz mai spunem că 

D
integrala improprie este convergentă. 

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Funcţia →2:f , f  nu este integrabilă pe ( ) xyy,x = 2 . 
 

2 . Vom considera două exhaustiuni distincte pentru 
 
 
*) Fie exhaustiunea ( ) NnnD ∈  formată din discurile 

( ){ }22 ny ≤22
n xy,xD +∈=

( )dxdyy,x

[ ]
[ ]π∈

∈
2,0
n,0

 
 
Calculăm  folosind coordonatele polare: 

 

∫∫
nD

f

⎩
⎨
⎧

θθ=
θ= r

sinry
cosrx

 

0
2

0

2
=θ

π

0xydxdy =

( ) NnnD ∈′

2
sin

4
rdcossindrrdcossinrdrxydxdy

n

0

42

0

n

0

3
2

0

3
n

0Dn

+=θθθ=θθθ=
ππ

∫∫∫∫∫∫  

 
Prin urmare, . lim

nD
n ∫∫∞→

 
 
**) Fie exhaustiunea  formată din pătratele [ ] [ ]n2,nn2,nDn −×−=′  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
n3 2

==
−−−−′

∫∫∫∫ 2
y

2
xydyxdxxydxdy

n2

n

2n2

n

2n2

n

n2

nDn

 

 

Cum ∞=⎟⎟
⎠

⎞
22

2
n

2

xydxdy⎜⎜
⎝

⎛
=

∞→
′

∞→ ∫∫ n
D

n

3limxydxdylim
n

 tragem concluzia că  

este o integrală improprie divergentă. 

∫∫
R

 
Pentru integralele improprii pe domenii nemărginite, subliniem 
următoarele 

 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
 

 296
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 Criterii de integrabilitate  
 

(2 → D⊂D:f ,  - domeniu nemărginit, 1) Fie ) 0y,x ≥f
D

 pentru orice 
, şi  integrabilă pe orice compact ( ) Dy,x ∈ f A ⊂ . 

 297

 

 Funcţia  este integrabilă impropriu pe D  dacă şi numai dacă f
există o exhaustiune ( ) NnnD ∈ D a domeniului nemărginti  astfel ca să 
existe şi să fie finită limita. 
  ( )∫∫∞→

nD
n

dxdyy,xflim

şi avem ( ) ( )∫∫∫∫ ∞→
=

nD
n

D

dxdyy,xflimdxdyy,xf  

 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
În cazul funcţiilor pozitiv definite, este suficientă verificarea condiţiei (7.1) 
din definiţie, cu o singură exhaustiune. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Demonstraţie: 
 
Implicaţia “⇒ ” este efidentă conform definiţiei. 
Pentru implicaţia “⇐ ” presupunem că pentru exhaustiu ) NnnD ∈  
există şi este finit

nea (
ă  

( ) Idxdyy,xflim
nD

n
=∫∫∞→

 (7.3)

 
Fie o altă exhaustiune ( ) Nn∈nD′  a lui D . Cum D Dn ⊂′  este o mulţime 
compactă va exista un ∈n nKK  astfel ca n DD ⊂′ . 
 
Cum  pe D , avem: ( )y ≥ 0,x

) Idxdy ≤

Nn

dxdy
∈

⎟
⎟

⎠

⎞

f
( ) ( y,xfdxdyy,xf

nKn DD

≤ ∫∫∫∫
′

 (7.4)

 

şi rezultă că şirul monoton crescător  este mărginit 

superior, deci este convergent. 

( )
Dn

y,xf
′

⎜
⎜

⎝

⎛
∫∫

∈Prin urmare, există ′I , mărginit astfel ca 
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( ) Idxdyy,xflim
nD

n
′=∫∫

′
∞→

II ′≤

I′=

 (7.5) 

 
În plus putem scrie 

II ≤′  (7.6) 
 
Schimbând rolul celor două exhaustiuni obţinem: 

 (7.7) 
 

( ) NnnD ∈de unde deducem I . Cum exhaustiunea ′  a fost aleasă arbitrar, 
deducem că  este integrabilă impropriu pe D .  f
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Funcţia [ ] [ ] ( )∞→ ,0∞×∞= ,0,0D:f , ( ) ( )dxdy

22 y+

nD

ey,xf x−=  este integrabilă 
pe D .  
 
Fiind funcţie pozitiv definită, este suficient să considerăm o singură 
exhaustiune ( ) . 
 
De exemplu, considerăm sferturi de disc: 

( ){ }0y,0 ≥ ( )dxdyy,xx,nyxy,xD 2222
n ≥≤+∈=  şi calculăm  

folosind coordonatele polare: 

∫∫
nD

f

[ ]
[ ]2/⎩

⎨
⎧

θθ=
θ= r

sinry
cosrx

π∈
∈

,0
n,0

 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
−

−

2
e

2
1 2n

⎜⎜
⎝

⎛π=θ=θ=
π

−
π

−+− ∫∫∫∫∫∫
2

ddrredredrdxdye 22

n

22
2/

0

n

0

r
2

0

r
n

0D

yx  

( )

42
e 2n π=⎟⎟

⎠

⎞−

2
1

2
limdxdyelim

n

22

n
D

yx
n ⎜⎜

⎝

⎛
−π=

∞→

+−

∞→ ∫∫  

 
Deci integrala este convergentă şi avem: 

( )
4

dxdy π
=e

),0[),0[

yx 22

∫∫
∞×∞

+−  

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

2 → D f⊂D:f ,  domeniu nemărginit şi presupunem că  şi f
D

2) Fie  
sunt integrabile pe orice compact A ⊂ . 
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 Funcţia  este integrabilă impropriu pe  dacă şi numai dacă f D f  
este integrabilă impropriu pe D . 
 

 
 
3) Criteriul de comparaţie 
 

2Fie → D f g
D

⊂D:g,f ,  domeniu nemărginit şi presupunem că  şi  
sunt integrabile pe orice compact A ⊂ . 
 

 Dacă: a) g  este integrabilă impropriu pe D  
  b) ( ) ( )y,x ( )∀  ( ) Dy,xgy,x ≤f  ∈  
 Atunci f  este integrabilă impropriu pe D . 
 

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

( )2 → D⊂D:f ,  nemărginit, ( )Funcţia 
( )α+ 22 ay

y,x

1>
+

=
2x

siny,xf  este 

integrabilă impropriu pe D  pentru α . 
 

Avem ( )
( ) ( )α+ 22 ay

1

( )

α
+

≤
++

+
2222 xayx

yxsin  

 

Cum funcţia 
α

+ 22 ay
1 2

+2x
 este pozitiv definită pe , verificarea 

integrabilităţii acesteia pe domeniul nemărginit 2D ⊂  o facem folosind 
o singură exhausiune. 

( )nD D
 
Fie  unde Nn∈ Dn Kn ∩= ,  fiind discul de rază n centrat în 
origine. 

nK

( ){ }22 ny ≤+

0,x nn K⊂

22
n xy,xK ∈=  

 
Deoarece  pe D  iar D , putem scrie: ( )y >g

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ⎥
⎥
⎦

⎤
−

−α 12a
1

⎢
⎢
⎣

⎡

+α−

π=
+α−

+π=θ
+

=

=θ
+

=
++

≤
++

−α

+α−π

α

π

ααα

∫∫

∫∫∫∫∫∫

122

n

0

1222

0

n

0
22

2

0
22

n

0K
222

D
222

an
1

11

ar

2
12ddr

ar
r

d
ar
rdr

ayx

dxdy

ayx

dxdy

nn  
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Cum 
( ) ( ) ( )1−2

K
222n a1ayx

dxdylim
n

αα∞→ α−

π−=
++

∫∫ 1> pentru α  rezultă că şirul 

crescător 
( ) Nn

2a ∈
α ⎟
⎟

⎠

⎞

( )

D
22

n yx

dxdy
⎜
⎜

⎝

⎛

++
∫∫  este mărginit superior deci este 

convergent. 
 

Deci ∫∫
+D

2x
α

+ 22 ay

dxdy  este convergentă şi cu criteriul comparaţiei, 

rezultă conevrgenţa integralei date. 
 
Să considerăm acum cazul unei funcţii ( ){ }→0y

2D
0,x\D:f  unde 

⊂

( )000 y,x V
V\ f

V\

 este un domeniu compact. 
 
Izolăm punctul M  cu ajutorul unei vecinătăţi  (figura 15) şi 
considerăm mulţimea compactă D . Presupunem că  este integrabilă 
pe orice compact de forma . Notăm cu D ( )Vd  diametrul mulţimii .  V
 

 
- Figura 15 - 

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Definiţie

 300

: 
f  este integrabilă impropriu pe  Funcţia D  dacă există un 

număr finit (∈I  astfel încât pentru orice şir de vecinătăţi ) NnnV ∈  cu 

1 ( ) 0Vd nnn V⊃V +   şi ( )∈n lim
n

=
∞→

 să avem: 
 

           (7.9) ( ) Idxdyy,xflim
nV/D

n
=∫∫∞→

 

 
Numărul I  se notează 

( )∫∫=
D

dxdyy,xfI  (7.10) 
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şi se numeşte integrala improprie a funcţiei f pe domeniul D. De 
asemenea spunem că integrala improprie este convergentă. 
 
Rezultate asemănătoare celor de la integrala dublă pe domenii 
nemărginite pot fi stabilite şi în acest caz. 
 
Ne rezumăm doar la un exemplu. 
 
Să se arate că 

( ) ( )[ ]

 301

∫∫ α−+−D
2

0
2

0  yyxx

dxdy  (7.11)

 
( )( )unde ( ){ }22

0 R≤−+−

( )1,0∈α

( )00 y,x= NnnV ∈

( ) ( )

2
0

2 yyxxy,xD ∈=  este convergentă pentru 

. 
 
În acest caz,  şi considerăm şirul de vecinătăţi ( )  unde 0M

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−+−∈= 2

2
0

2
0n n

1yyxxDy,xV  (7.12)

 

 
- Figura 16 - 

 
Atunci  

( ) ( )[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

α−

π=
α−− α−

α−
α−

−
∫∫ )1(2

22
R

n
1

22

VD 0 n
1R

122
r

xxn

π==θ=
−+ α

π

α ∫∫
R

n
1 2

2

0
2

0
2

2
r
rdrd

 yy
dx

 
dacă folosim schimbarea de variabilă: 

[ ]
[ ]∈

π∈
R,n/1

2,0

⎩
⎨
⎧ θ

θ=−

θ=−

rsinryy
cosrxx

0

0  
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( ) ( )[ ]
=⎥

⎦

⎤
−

α− )1(2n
1

⎢
⎣

⎡

α−

π=
−+−

α−

∞→
−

α∞→ ∫∫ 22
n

VD
2

0
2

0
n

Rlim
1 yyxx

dxlim
n

( )

α−

π α−

1
R 12

)(0,1∈α

 dacă 

 
 
Deci putem scrie că 

( ) ( )[ ]∫∫ α
− 2

0yy

( )

α−
π α−

1
R 12

)=   dacă 
+−D

2
0xx

dx (0,1∈α  

 
 

8.8. Integrale cu parametru  
 
 
Fie dreptunghiul , şi funcţia [ ] cb,aD ×= [ ] 2d, ⊂ →D:f  
 

[ ]d,cyPresumunem că pentru orice ∈ , funcţia  este integrabilă pe  

în raport cu variabila 

f [ ]b,a

,x  deci există . ( )dxy,

( ) ( )∫=
b

a

dxy,xfyF

∫
b

a

xf

 
Notăm 

 (8.1) 

 
[ ]

 302

unde →d,c:F  şi o numim integrală cu parametru. 
 
În cele ce urmează, vom căuta să stabilim legătura care există între 
structura lui  şi structura lui F , mai precis, în ce fel şi în ce condiţii 
proprietăţile funcţiei f  se transferă funcţiei F . 

f

 
 

Teorema 1: 
 Dacă  este continuă pe D , atunci F  este continuă pe f [ ]d,c . 
 

 
Demonstraţie: 
 

Din  cu D  - compact ⇒   este uniform continuă pe D   
pentru  ,   astfel încât pentru orice 

( )D∈ f
)def(

⇒
0>

C0

( )∀
f

0>ε ( )∃ δε ( )y,x ′′  şi 

 cu ( y,x ′′ ) D∈′′ εδ<′′x−′x  şi εδ<′′− y′y  să avem: 
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( ) ( )
ab

y,xfy,xf
−

ε<′′′′−′′

x

 (8.2)

 
[ ]d,cy,yÎn particular, pentru xx ′′ ==′  şi orice ′ ∈′′  care verifică condiţia 

εδ<′′−′ yy

( ) ( )

, avem 

ab
y,xfy,xf

−

ε<′′−′  (8.3)

 
Calculăm 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ε=∫
b

a

dx
a

F  

y ′′
−

ε<′′−′≤′′−′=′′−′ ∫∫
b

a

b

a b
dxy,xfy,xfdxy,xfy,xfyFy

pentru   cu ( )∀ ,y′ [ ]d,c∈ εδ<′′− y′y . 
 
Rezultă de aici continuitatea lui F  pe [ ]d,c . 
 
 

Teorema 2: 

Dacă  şi f
y
f

∂
∂

 sunt continue pe D , atunci funcţia  este F

derivabilă pe  şi are loc egalitatea ( )d,c

 ( ) ( )dxy,x
y
fxF

b

a
∫
∂

∂=′           (8.4) 

 
 (8.4) este formula de derivare în raport cu parametrul a unei 
integrale cu parametru. 
 

 
Demonstraţie: 

[ ]( ) ( )d,cCFDCf 00 ∈⇒∈   Din 
 

Din ( )DC0∈ ⇒
y
f

∂

∂  cu D compact  
y
f

∂

∂  uniform continuă pe D  pentru 

  există 0  astfel încât pentru orice 

)def(
⇒

( )∀ >ε δε0 > ( )y,x ′′ ,  cu ( ) Dy, ∈′′′′x

εδ<′′− x′x  şi εδ<′′−′ yy  să avem: 

( ) ( )
ab

y,x
y
fy,x

y
f

−

ε<′′′′
∂

∂−′′
∂

∂  (8.5)

 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

(În particular, pentru , xx =′′=′x hyy +=′  şi yy =′′  cu )εδ∈ ,0h  putem 
scrie 

 304

( ) ( )
ab

y,x
y
fhy,x

y
f

−

ε<
∂

∂−+
∂

∂  (8.6) 

 
Calculăm 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ dx*hy∫∫

∂

∂=
−+

=
−+ b

a

b

a

,x
y
fdx

h

y,xfhy,xf

h

yFhyF  

 
( )h,o*h ∈  conform teoremei creşterilor finite, cu 

 
Atunci 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ε=
−

ε<
∂

∂−+
∂

∂≤

∂

∂−+
∂

∂=
∂

∂−
−+

∫∫

∫∫
b

a

b

a

b

a

b

a

dx
ab

dxy,x
y
f*hy,x

y
f

y
f*hy,x

y
fdxy,x

y
f

h

yFhyF
≤dxy,x

 

 
Deducem că: 

( ) ( ) (∫
∂

∂=
−+

→

b

a
0h

,x
y
f

h

yFhyFlim )dxy ( ), deci ( )dxy,x
y
f∫ ∂
∂=′

b

a

yF  

 
 

Teorema 3: 
 Dacă  este continuă pe D , atunci f

        (8.7) ( ) ( ) ( )dyy,xfdxdxy,xfdydyyF
d

c

b

a

b

a

d

c

d

c
∫∫∫∫∫ ==

 

 
Demonstraţie: 
Notăm: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==ψ

=Φ

∫∫∫

∫∫
z

c

b

a

z

c

z

c

b

a

dyyFdxy,xfdyz

dyy,xfdxz

 (8.8) 

 
Totul revine la a arăta că ( ) )d(d ψ=Φ . Principiul demonstraţiei va fi 
următorul: vom demonstra că ( )d,c  şi ψ  sunt derivabile pe Φ  şi 
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( ) ( )zψ′= ( )d,czzΦ′  pentru orice ∈ , de unde va rezulta că  şi  diferă 
printr-o funcţie constantă. Apoi vom arăta că această constantă este nulă. 

Φ ψ

F
 
Din continuitatea lui  pe D  rezultă, în baza teoremei 1, că funcţia  
definită de (8.1) este continuă pe 

f
[ ]d,c ; de aici, în baza unei teoreme 

cunoscute din teoria integralei Riemann, rezultă că ψ  este derivabilă pe 
 şi  ( d,c

ψ′

ϕ

)

( ) (∫=
b

a

z,xfz

(∫=
z

c

y,xfz,x

)dx

)dy

f

 (8.9)

 
Să notăm 

( )  (8.10)

 
Din continuitatea funcţiei , rezultă că ϕ  este derivabilă în raport cu  şi  z

( )z,xf=
z∂
ϕ∂

 (8.11)

 
deci, derivata este la rândul ei funcţie continuă pe D . Dar atunci, în baza 
teoremei 2 şi ţinând seama de definiţia funcţiei Φ , rezultă că  este 
derivabilă pe  şi  

Φ
( ,c

( )

)d

(∫ ∂
ϕ∂

=Φ′
b

a

x
z

z

ψ′

)dxz,

( )z

 (8.12)

( )z =Φ′ ( )d,cz pentru orice deci ∈ . Rezulta că cele două funcţii 
diferă printr-o constantă 

[( ) (ψ=Φ xz ) λ+    ( )∀ ]d,cz∈  (8.12)
 
Cum însă avem, evident, ( ) ( ) 0cc =ψ=Φ , rezultă că , deci 0=λ
( ) ( )xz ψ=Φ  pentru orice [ ]d,cz∈ . În particular, ( ) ( )dd ψ=Φ  şi teorema 

este complet demonstrată. 
 
Până acum ne-am limitat la cazul în care parametrul  apărea numai în 
expresia funcţiei care se integrează. Acum vom considera integrala în 
care parametrul apare atât în funcţia care se integrează cât şi la limitele 
de integrare. 

y

[ ] [ ]d,cb,aFie funcţia D:f ×=  şi presupunem că ea este integrabilă în 
raport cu variabila x pe [ [ ]]b,a d,cy = oricare ar fi . 

[ ] [ ]b,ad,c: →,ψϕ  Fie funcţiile 
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( ) ( )
( )

( )

∫
ψ

ϕ

=
y

y

dxy,xfyF

În aceste condiţi, integrala 

 (8.14) 

are sens pentru orice . [ ]d,cy ∈
 
Pentru integralele cu parametru (8.14) se pot demonstra următoarele: 
 
 

Teorema 4: 
ϕ  şi ψ  sunt continue pe  Dacă f este continuă pe D iar funcţiile 

[ ]d,c , atunci funcţia F definită de (8.14) este continuă pe [ ]d,c  
 

 
 

Teorema 5: 

 Dacă  şi f
y
f

∂
∂

 sunt continue pe D  iar ϕ  şi ψ  sunt derivabile pe 

[ ],c Fd , atunci funcţia  dată de (8.14) este derivabilă pe [ ]d,c  şi are loc 
egalitatea 

 ( ) ( )
( )

( )

( )[ ] ( )[ ]y,yf
dy

dy,yf
dy

ddxy,x
y
fyF

y

y

ϕϕ−ψψ+
∂

∂=′ ∫
ψ

ϕ

    (8.15) 

 

 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Folosind formula de derivare în raport cu parametrul, să se calculeze 
următoarea integrală 

( ) ( )
∫
π

+
=

0

dx
xcos

xcosy1lnyF  pentru 1y <  (8.16) 

 
Prin derivare obţinem: 

( ) ∫∫
∞

2
π

+
−

+−
=

+
=′

0 20 t
y1

y1
dt

y1xcosy1
dxyF , dacă facem schimbarea de variabilă 

t
2
xtg = . 

( )
2y1−

π

0
y1
y1tarctg

y1
y1

y1
2yF =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

+
−

−
=′

∞
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( ) CyarcsinyF +π=

C
0

Prin integrare obţinem: 
 (8.17)

 
Valoarea constantei arbitrare  se determină dând o valoare particulară 
variabilei , anume y y = . Din (8.16) şi (8.17) obţinem C . 0=

( )
Prin urmare, 

yarcsindx
xcos

xcosy1ln

0

π=
+

∫
π

 (8.18)

 
 
2) Să se calculeze 

( )
∫=
1

0 1
lnI
+
+

2 dx
x

x1
 (8.19)

 
Pentru calculul acestei integrale, putem folosi integrala cu parametru 

( ) ( )
∫=
y

0 1
1lnyF
+
+

2 dx
x
xy

 (8.20)

( )
( )( )

( ) ( )
( ) 2y1

arctgyy

+

⋅
2

2

2

2y

0
2 y12

y1ln

y1

y1lndx
x1xy1

xyF +
+

+
=

+

+
+

++
=′ ∫  

 
iar prin integrare obţinem: 

( ) ( )
( ) ( ) Cy2 ++

y = 0

1lnarctgy
2
1dy

y1
arctgyy

dy
y1
y1ln

2
1yF 22

2

⋅=
+

⋅+
+
+= ∫∫  

 
Pentru  obţinem C0 = , astfel că: 

( ) ( )2
y

0
2 y1lnarctgy

2
1dx

x1
xy1ln

+⋅=
+
+

∫  (8.21)

iar pentru , obţinem 1y =

( )
2ln

8
dxx1lnI

1

2
π=+= ∫ x1

0
+

 (8.22)

 
 
3) Să se calculeze următoarea integrală, folosind integrarea în raport cu 
parametrul 

( )∫ −=
1

0

ab
dx

xln
xx

x
1lncosI ,  0b,a > (8.23)
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∫ ∫∫ ∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

b

a

1

0

y
1

0

b

a

y dydx
x
1lncosxdxdyx

x
1lncosI  

( )

(8.24) 

 
Am putut aplica torema prin care se poate integra o integrală cu 
parametru deoarece funcţia 

( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

×∈
=

0x

)b,a[]1,o(y,x

0
x
1lncosx

y,xf
y

 (8.25) 

este continuă pe [ ] . [ ]b,a1,0 ×
 
Calculăm: 

( )dx
x
1lncos∫=

0

y
1 xI

1

 

( )0,tfăcând schimbarea de variabilă txln = , −∞∈ . 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

1yt01yt

0
1yt01yt

0
1yt

1

1ytdtcose1ytcose1y

tdtsine1ytsinetdtcoseI

−+=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++−−=

+−==

∫

∫∫

∞−

+
∞−

+

∞−

+
∞−

+

∞−

+

( ) 1
2I1y +

=

( )

 

 

Obţinem: 21y
1y
++
+

1 1
I =  deci 

( )
( )[ ]

2a2
2b2

2

2

++
++

a
bln

2
11y1ln

2
1dy

1y1
1y

I
b

a
2

b

a
2 =++=

++
+= ∫  

 
---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Teoria integralelor cu parametru poate fi extinsă şi pentru cazul 
intervalelor necompacte. 
 
Fie →]d,c )b,a[ b× [)b,a[:f , unde  este un interval necompact, cu  - 
finit sau infinit. Presupunem că pentru orice [ ]d,cy∈  integrala 

( ) ( )∫
−

=
0b

a

dxy,xfyF  (8.26) 

este convergentă. 
 
Integrala (8.26) se numeşte integrală improprie cu parametru. 
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F
În continuare, vom da condiţii de continuitate şi derivabilitate pentru 
funcţia . Pentru a da aceste condiţii, introducem noţiunea de integrală 
uniform convergentă: 
 
 

Definiţie: 
 Integrala (8.26) converge uniform în raport cu parametrul 

[ ]d,cy∈ , dacă pentru orice 0>ε  există un număr , , εb a bb << ε

astfel încât pentru orice u , cu b

 

bu< <ε  să avem 

( ) ( ) ε<−∫ yFdxy,xf
u

a

        (8.27) 

pentru orice  [ ]d,cy ∈
 

 
 

Teorema 6: 
 Fie [:f  unde b  - finit sau infinit ][)b,a × d,c
 Dacă  este continuă pe f ]d,c[)b,a[ × , iar integrala 

( )yF ( )dxy,xf
0

a
∫
−

[ ]d,cy∈
b

=  converge uniform în raport cu parametrul , 

atunci F  este continuă pe [ ]d,c  
 

 
 
 

 

Teorema 7: 

Dacă: a) f  şi 
y
f

∂
∂ ]d,c[)b sunt continue pe ,a[ ×  

 b)  este convergentă ( ) ∫
−

=
b

a

yF ( )
0

dxy,xf

 c) (∫ ∂  converge uniform în raport cu )
−

∂

0b

a

dxy,x
y
f [ ]d,cy∈  

Atunci: F este derivabilă pe ( )d,c  şi are loc egalitatea 

 ( ) ( )dxy,x
y
fyF

0b

a
∫
−

∂

∂=′  
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Teorema 8: 
Dacă: a) f continuă pe  ]d,c[)b, ×a[

 b)F  converge uniform în raport cu ( ) ( )∫
−

=
0b

a

dxy,xfy [ ]d,cy ∈  

Atunci: a)  este convergentă ( )dyy,xf
d

c
∫dx

0b

a
∫
−

 b)  ( ) ( )dxy,xfdydyy,xfdx
0b

a

d

c

d

c

0b

a
∫∫∫∫ ==
−−

( )dyyF
d

c
∫

 

 
Enunţăm un criteriu de convergenţă uniformă pentru integralele improprii 
cu parametru. 
 
 

Criteriul lui Weierstrass 
Fie funcţiile →]df  a[:g× [)b,a[: ,c +→)b,şi  
Dacă: a) ( ) ( )xg ( )∀y,xf ≤ x  )b,a[∈  şi ( )∀  [ ]d,cy ∈  

b)F  există pentru ( ) =
u

a

y,u ( )∫ dxy,xf ( )∀  )u b,a[∈  şi ( )∀  [ ]d,cy ∈  

c)  este convergentă ( )∫
−0b

a

dxxg

 Atunci:  converge uniform în raport cu parametrul ( )xF
b

= ( )dxy,xf
0

a
∫
−

[ ]d,cy ∈ . 
 

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se determine funcţia F  definită prin 

( ) ∫
∞

−=
0

xyey
3

dx
x

xsinF  (8.28) 

 
şi apoi să se deducă valoarea integralei 

 310

∫
∞

=
0

3
dx

x
xsinI  (8.29) 
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∫
∞

−−
0

3xy xdxsine  

0y ≥

Se arată că integrala dată, ca şi integrala obţinută prin derivare sub 
semnul integralei, 

(8.30)

 
sunt uniform convergente pentru . De aici rezultă, în primul rând, că 

 şi apoi că ( )0FI =
 

( )

( ) ( ) ∞
=

0

xdxsin

−∞−

∞
−

∞
−

∞
−

+
+

−
+

+
=

−=−=′ ∫∫∫

2

3xy

0
2

xy

0

xy

0

xy

0

3xy

y9
x3cosx3sinye

4
1

y1
xcosxsinye

4
3

e
4
3xdx3sine

4
1xdxsineyF

 

 
de unde 
 

( ) 2y1
1

4
3

+
⋅2y9

1
4
1xF −

+
⋅=′  

 
şi prin integrare obţinem: 
 

( ) Carctgy +

( ) 0yF =
∞

4
3

3

yarctg
12
1xF −=  

 
πCcum , deducem lim

y→ 3
=

( )

 şi obţinem 

 

3
arctgy

4
3

3
yarctg

12
1yF π+−=  (8.31)

 
şi 
 

3
dx

x
xsinI

0

3 π== ∫
∞

 (8.32)

---------------------------------------------------------------------------------------------  

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiză Matematică 
 

 
8.9. Integralele lui Euler  

 
 
Acestea sunt un exemplu de integrale improprii cu parametru. 
 

(Integrala lui Euler de prima speţă, sau funcţie )q,pB

( ) ( )∫ −− −=
1

0

1q1p dxx1xq,pB

, este o integrală 
improprie cu doi parametri definită prin egalitatea 

 (9.1) 

 
convergentă pentru  şi .  0p > 0q >

21 IIdx +=

1 0p >

( )x q− 1p1

 
Într-adevăr, dacă descompunem integrala (9.1), 

( ) ( ) ( )
1

2/1

1q1p
2/1

0

1q1p x1xdxx1xq,pB −+−= ∫∫ −−−−  

 
se observă cu uşurinţă că I  este convergentă pentru  deoarece 

11 =1xxlim 1p

0x
0x

−−α

>
→

 dacă − <=α  

 
iar I  este convergentă pentru  deoarece 2 0q >

( )x q− − 1q1( ) 1xx1lim 1p

1x
1x

− −α

<
→

11 =  dacă − <=α  

 
t1xDacă în (9.1) facem schimbarea de variabilă −= , se obţine: 

( ) ( )p,qBq,pB =  (9.2) 
adică funcţia B  este simetrică în cele două variabile. )q,p(
 

( )pIntegrala lui Euler de a doua speţă, sau funcţie Γ , este o integrală 
improprie cu un parametru definită prin egalitatea 

( ) ∫
∞

−−=Γ
0

x1p dxexp  (9.3) 

convergentă pentru p .  0>

21 IIdx +=

1 0p >

Folosind descompunerea 

( )
1

x1p
1

0

x1p exdxexp +=Γ ∫∫
∞

−−−−  

se observă cu uşurinţă că I  este convergentă pentru  deoarece 

 312
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e x1p −− 1p11=xxlim
0x
0x

α

>
→

 dacă <−=α  

 
iar I  este convergentă pentru p  folosind criteriul comparaţiei precum 
şi inegalitatea  

2 0>

1
1
p

x

x +
− < xe  pentru ),1[ +∞∈  şi p  0>

)1p(
 
Să calculăm integrala +Γ  făcând o integrare prin părţi. 

( ) ( )ppΓ=

( ) ( )pp1p Γ=+Γ

dxexpexdxex1p
0

x1p
0

xp

0

xp +−==+Γ ∫∫
∞

−−∞−
∞

−  

 
Obţinem realţia de recurenţă 

 (9.4)
 
În particular, dacă ∈= np , 1n  obţinem: ≥

( ) !n1n =+Γ  (9.5)
 
Folosind teoremele pe care le-am menţionat pentru integralele improprii 
cu parametru, se poate stabili o legătură simplă între funcţiile  şi 

. 
( )pΓ

( )q,pB

tyx = 0t >

−− ty1p dyep  

0q >

( )
( )

 
În (9.3) facem schimbarea de variabilă 

, unde  (9.6)
 
şi obţinem 

( ) ∫∫
∞

−
∞

−− ==Γ
0

p

0

x1p ytdxex (9.7)

 
În (9.7) înlocuim p cu p+q (pentru ) şi pe t cu 1+t. Vom obţine: 

( )∫
∞

+−−+

+
=

+

+Γ

0

yt11qp
qp

dyey
t1

qp

1pt − t

 (9.8)

 
Înmulţind ambii membri cu  şi integrând, în raport cu , pe intervalul 

, obţinem ( )∞,0
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( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( )qpdyeyp

eydydtetey

eytdt
t1

tqp

0

y1q

0

y1qp

0 0

ty1py1qp

0 0

t11qp1p

0
qp

1p

ΓΓ=Γ=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+
+Γ

∫

∫∫ ∫

∫ ∫∫

∞
−−

∞
−−+

∞ ∞
−−−−+

∞ ∞
+−−+−

∞

+

−

dy
y
p

dtdy

p

y

=
Γ

=
⎥
⎥
⎦

⎤

 

 

Cum 
( )

( ) duu1udt
t1

t

0

1q1p

0
qp

1p
−=

+
∫∫
∞

−−
∞

+

−
( )q,pB=  dacă facem schimbarea de 

variabilă 

 314

u
1t =

( )

, reţinem că: 

( ) ( )
( )qp

qpq,pB
+Γ

ΓΓ
=  (9.9) 

În (9.9) considerăm 
2
1q ==p  şi obţinem 

( )1
2
1

2

Γ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

1dxe x =−

2
1,

2
1B =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Cum , avem ( )1
0

=Γ ∫
∞

( )
( )

π=dt
t
tcos

sinx 2=

=
−

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ ∫∫∫

π
−−

costsin
tsin2

x1x
dxdxx1x

2
1,

2
1B

2
1

/2

0

1

0

1

0

2
2

1
2

1  

 
dacă facem schimbarea de variabilă t . Astfel obţinem: 

π=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

2
1  (9.10) 

 
Pentru funcţiile  şi  se mai pot demonstra următoarele relaţii: ( q,pB ) ( )pΓ

( ) ( ) ( )∫
π

−− θθθ=
2/

0

1q21p2 dcossin2q,pB

( )

 (9.11) 

( )q,pB
qp

pq,1pB
+

=+

( ) ( )

 (9.12) 

π

π=−ΓΓ
psin

p1p  (9.13) 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

( )

 315

!n

!n2

22
1n

n2

π=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ ∈, n  (9.14)

 
Cu ajutorul integralelor lui Euler, se pot calcula cu uşurinţă unele integrale 
improprii 
 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 

1) ( ) ( )
( )

( )1
4
3

4
1

Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
1

4
3,

4
1B

2
1dcossindtgI

11.92

0

2

0

2
1

2
1

Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θθθ=θθ= ∫∫

ππ

 

 
( )

2
4

sin

π=
π

π

2
1

4
11

4
1

2
1 13.9

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ=  

 
 

2) ( ) ( )∫∫∫ −−
=−=

−
=

1

0

1

0

3
1

0
3 3

t
3
1dxx1

x1
dxI 3

23
1 −− dtt1 3

1

3xt =

 

 
dacă se face schimbarea de variabilă . Rezultă că 

( ) 33
2

3

π
=

πsin3
1

3
11

3
1

3
1

1
3
2 

3
1

3
1

3
2,

3
1B

3
1I π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=

Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 
 

3) ( )∫∫
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=
1

0

21
1

1

t2dx
x1
x1I

2
1

−− 21 dtt1

1t2x

 

 
−= . dacă facem schimbarea 

( )
π=⎥

⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
2

2
1I  ⎢

⎣

⎡
⎜⎜
⎝

⎛
Γ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ=

Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

2
112

1
2
1

2
3

2
2
1,

2
3B2
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4) 
( )

( )
( )

=
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞

2
4
3

4
5
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

+
= ∫∫

∞
−

∞

4
3,

4
5Bdxx1xdx

1x
xI

0

2

0
2

4
4

1  

( ) ( ) 4
2

4

π=
π

π

sin4
1

1
4
3

4
1

4
1

11
4
3

4
11

=
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

=
+Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ

=  

---------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

8.10. Exerciţii rezolvate  
 
 

( )1) Să se calculeze masa unei plăci de densitate 2

2

y
xy, =

2

xρ  care ocupă 

în  un domeniu mărginit de hiperbola de ecuaţie 
x
1y =

y = [ ]2,1x∈

 şi dreapta 

 pentru .  x
 

 
 
Se vede că D  este un domeniu simplu în raport cu axa OY definit de: 

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

∈

x,
x
1y

2,1x
:D  (10.1) 

 
Masa plăcii se calculează cu integrala dublă 

( )
4

dxx
2

1

2
x

x
1 2

22

1D
2

2 9=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−===ρ ∫∫∫∫∫

x
1xdy

y
xdxdxdy

y
xdxdyy,xM

D

= ∫∫  
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4x4 +=
4x2 +−

2) Să se determine coordonatele centrului de greutate pentru o placă 
omogentă mărginită de parabolele de ecuaţii  şi 

. 
y2

y2 =

 
 
D  este un domeniu simplu faţă de axa OX şi este dat de reprezentarea 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
∈

−∈
4,

4
4y[x

2,2[y
:D 2 − ]

2
y

]
2

( )y,x

 (10.2) 

 
Fiind o placă omogenă, ρ  - constant şi coodonatele sunt date de: 

∫∫

∫∫
=gx

D

D

dxdy

xdxdy
; 

∫∫

∫∫
=

D

D
g

dxdy

ydxdy
y  

0yg

(10.3) 

 
De asemenea, putem face observaţia că această placă omogenă este 
simetrică faţă de axa OX, prin urmare = , rezultat care se poate 
obţine şi prin calcul direct. 

8dy2 =⎟
⎠
⎞y

4
33dydydxdy

2

2

2
y4

4
4y

2

2D

2

2

⎜
⎝
⎛ −== ∫∫∫∫∫

−

−

−−

 

( )
5
8dy16 =y8y

32
3xdxdyxdxdy

2

2

24
2
y4

4
4y

2

2D

2

2

+−== ∫∫∫∫∫
−

−

−−
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0y
5
1x

g

gPrin urmare obţinem:  

 
 
3) Să se calculeze momentul de inerţie faţă de axa OX a unei plăci de 
densitate ( ) yy,x = 2ρ , care ocupă în  un domeniu mărginit de cercul 

, arcul de parabolă 0=x2yx 22 −+ x2y = 2x = .   şi dreapta 

 
 
Domeniul  ocupat de placă este simplu faţă de axa OY, fiind dat de 
reprezentarea: 

D

[ ]

 318

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∈

∈

x2,xx2y

2,0x
:D

2

( )

 (10.4) 

( )[ ] ( )
5

12dxxx4
4
1dxxx2x4

4
1

dyydxdxdyydxdyy,xyI

2

0

43
2

0

222

x2

xx2

3
2

0D

3

D

2
X0

2

=−=−−=

===ρ=

∫∫

∫∫∫∫∫∫
−

22 yx −=

 

 
 
4) Să se calculeze aria domeniului delimitat de lemniscata lui Bernoulli 

dată de ecuaţia  ( )222 yx +
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∫∫=
D

A

Domeniul fiind simetric faţă de ambele axe de coordonate, aria este egală 
cu de patru ori aria unei jumătăţi de buclă. 

∫∫=
1D

dxdy4dxdy  (10.5) 

 
Dacă folosim coordonatele polare ( r , θ ), coordonatele carteziene ( , ) 
ale unui punct din domeniu au expresiile 

x y
θ= cosrx  şi θ= sinry . Astfel 

că ecuaţia lemniscatei în coordonate polare este: 

θ−θ= 22 sincosr  (10.6) 
 
Din condiţia de existenţă a radicalului, deducem: 

0≥θ ⇒sin2cos2 −θ   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−

4
,

4

1D

∈θ  

 
Integrala (10.5) o vom calcula cu ajutorul coordonatelor polare, domeniul 

 având în aceste coordonate următoarea reprezentare 

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ−θ∈

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈θ

θ=
θ=

22

1

sincos,0r

4
,0

sinry
cosrx

:D  (10.7) 

( )

12sind2cos2

sincos2rdrd4dxdy4A

4
0

4

0

4

0

2
sincos

0

4

0D

22

1

=θ=θθ=

−θ=θ==

π
π

π

θ−θ

π

∫

∫∫∫∫∫ d2 =θθ

 

 
 
5) Să se determine masa plăcii de densitate ( )y,xρ 22 yx +=

2

 care ocupă 
în  domeniul delimitat de elipsa 

1
4
y2

=+
9
x2
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( )
Masa plăcii o calculăm cu formula 

( )∫∫∫∫ +=ρ=
D

22

D

dxdyyxdxdyy,xM  (10.8) 

 
Integrala (10.8) o vom calcula folosind coordonatele polare generalizate, 
astfel că putem scrie: 

[ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

∈
π∈θ

θ=
θ=

1,0r
2,0

sinr2y
cosr3x

:D

π=θ∫
π

6d
0

3

 (10.9) 

( )+= ∫∫ dxdyyxM
D

22 =θ= ∫∫
π

3rdr6d
21

0

2

0

 

 
 
6) Să se determine momentul de inerţie faţă de planul (XOY) pentru un 
corp omogen care ocupă în  un domeniu delimitat de conul de ecuaţie 

 şi planul 22 yx += z2z 3= . (pentru ) 0z ≥

 
 

3Domeniul ⊂Ω

( )

 este simplu în raport cu axa OZ, el putând fi dat de 
reprezentarea: 

[ ]⎩
⎨
⎧

+∈

∈
Ω

3,yxz

Dy,x
:

22
 (10.10)

( )[ ]∫∫

∫∫∫∫∫∫

+−ρ=

=ρ=ρ=
+Ω

D

22

3

yx

2

D

2
XOY

dxdyyx27
3

dzzdxdydxdydzzI

2
3

22

22 yx += 9y2 =+

 (10.11)

 
Planul  intersectează conul  după cercul  
care se proiectează în planul  în adevărata mărime. Acest cerc 
delimitează domeniul D . 

2z
)XOY

x23z =
(
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Pentru calculul integralei (10.11) folosim coordonatele polare 

[ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

π∈θ
∈

θ=
θ=

2,0
3,0r

sinry
cosrx

:D  (10.12) 

( )
5

243πρ
=rdrr27d

3
I

3

0

3
2

0
XOY −θ

ρ
= ∫∫

π

 

 
7) Să se calculeze masa corpului de densitate ( ) zz,y =

3

,xρ  care ocupă 

în  domeniul delimitat de sfera de ecuaţie  şi conul 
, pentru . 

4z2 =+
2x += 0z ≥

y2x2 +
2y2z

 
 
Intersecţia dintre sferă şi con se obţine prin eliminarea lui z din sistemul: 

⎩
⎨
⎧

+

+
2

2

yx
yx

=

=+
22

22

z
4z

2yx 22 =+

 

 
Se obţine cercul  care se proiectează în planul ( ) în 
adevărata lui mărime. Aceasta delimitează compactul 

XOY
2D ⊂ . 

 321 
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3Domeniul ⊂Ω

( )

 este simplu în raport cu axa OZ el putând fi 
reprezentat prin 

[ ]⎩
⎨
⎧

−−+∈

∈
Ω

2222 yx4,yxz

Dy,x
:

( )

 (10.13) 

 
Atunci masa corpului se calculează: 

( )∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

−−==

==ρ=

−−

+

ΩΩ

D

22
yx4

yxD

dxdyyx2zdzdxdy

zdxdydzdxdydzz,y,xM

22

22

 (10.14) 

 
 
Integrala (10.14) se poate calcula folosind coordonatele polare: 

[ ]
[ ]π∈θ

∈
θ=
θ=

2,0
2,0r

sinry
cosrx

⎩
⎨
⎧

:D  (10.15) 

 
Atunci: 

( )
3

28π
=

xyzdxdydz

Ω 3

3
rr22drr2dM

2

0

32

0

2
2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π=−θ= ∫∫

π

 

 
 
8) Să se calculeze integrala 

∫∫∫
Ω

=I  

 
unde  este un domeniu din  delimitat de sfera  şi 
plane de coordonate 

1z22 =+yx2 +
0x = , 0y = , z 0=  (pentru ) 0z,y,x ≥
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Această integrală se poate calcula folosind coordonatele sferice: 

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

π∈ϕ
π∈θ

∈

θ=
ϕθ=
ϕθ=

Ω
2/,0
2/,0

1,0r

sinrz
sincosry
coscosrx

:  (10.16) 

48
1

2
1

4
1

6
1

2
sin

4
cos

6
r

cosdsincos dsin

2

0

24

0

41

0

6

2

0

2

0

3

=⋅⋅=
ϕ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
−=

=ϕϕϕθθθ

π

ππ

∫∫

ax2y2 =
2 zy =+ z

drrxyzdxdydzI
1

0

5==

π

Ω
∫∫∫∫

 

 
 
9) Să se calculeze volumul corpului delimitat de cilindrul , 
conul  şi planul 

x2 +
22x 0=  (pentru z ) 0≥

ax2y2 =
2a=

 
Cilindrul are generatoarea paralelă cu axa OZ, iar secţiunea lui este 
cercul  sau, dacă punem ecuaţia sub formă canonică, 

. 

x2 +

( ) 22 yax +−

 
 
Domeniul Ω  este simplu în raport cu axa OZ şi poate fi reprezentat prin 

 323 
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( )
[ ]+ 2y⎩

⎨
⎧

∈

∈
Ω

2x,0z

Dy,x
:  

∫∫∫∫∫∫∫∫
Ω

+

ΩΩ

+=== dxdyyxdzdxdydxdydzV 22
yx

0

22

[ ]⎩ ππ−∈θθ= 2/,2/sinry

 (10.17) 

 
Integrala (4.17) se poate calcula folosind coordonatele polare: 

[ ]
⎨
⎧ θ∈θ= cosa2,0rcosrx

:D  (10.16) 

( )
9
a32 3

=θdsin1cos
3
a16dcos

3
a8

drrddxdyyxV

2

0

2
32

2

3
3

cosa2

0

2
2

2
D

22

θ−θ=θθ=

=θ=+=

∫∫

∫∫∫∫

ππ

π−

θ
π

π−

 

 
 

10) Să se calculeze volumul elipsoidului 1
c
z

2

2

2

2
=+

b

y

a
x

2

2
+  

 
 
Folosim coordonatele sferice generalizate: 

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

π∈ϕ
ππ−∈θ

∈

θ=
ϕθ=
ϕθ=

Ω
2,0

2/,2/
1,0r

sincrz
sincosbry
coscosarx

:  (10.19) 

abc
3

4π=ddcosdrrabcdxdydzV
2

0

2

2

1

0

2 ϕθθ== ∫∫∫∫∫∫
π

π

π−Ω
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4x4 +=
4x2 +−

2) Să se determine coordonatele centrului de greutate pentru o placă 
omogentă mărginită de parabolele de ecuaţii  şi 

. 
y2

y2 =

 
 
D  este un domeniu simplu faţă de axa OX şi este dat de reprezentarea 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
∈

−∈
4,

4
4y[x

2,2[y
:D 2 − ]

2
y

]
2

( )y,x

 (10.2) 

 
Fiind o placă omogenă, ρ  - constant şi coodonatele sunt date de: 

∫∫

∫∫
=gx

D

D

dxdy

xdxdy
; 

∫∫

∫∫
=

D

D
g

dxdy

ydxdy
y  

0yg

(10.3) 

 
De asemenea, putem face observaţia că această placă omogenă este 
simetrică faţă de axa OX, prin urmare = , rezultat care se poate 
obţine şi prin calcul direct. 

8dy2 =⎟
⎠
⎞y

4
33dydydxdy

2

2

2
y4

4
4y

2

2D

2

2

⎜
⎝
⎛ −== ∫∫∫∫∫

−

−

−−

 

( )
5
8dy16 =y8y

32
3xdxdyxdxdy

2

2

24
2
y4

4
4y

2

2D

2

2

+−== ∫∫∫∫∫
−

−

−−
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0y
5
1x

g

gPrin urmare obţinem:  

 
 
3) Să se calculeze momentul de inerţie faţă de axa OX a unei plăci de 
densitate ( ) yy,x = 2ρ , care ocupă în  un domeniu mărginit de cercul 

, arcul de parabolă 

 318

0=x2yx 22 −+ x2y = 2x = .   şi dreapta 

 
 
Domeniul  ocupat de placă este simplu faţă de axa OY, fiind dat de 
reprezentarea: 

D

[ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∈

∈

x2,xx2y

2,0x
:D

2

( )

 (10.4) 

( )[ ] ( )
5

12dxxx4
4
1dxxx2x4

4
1

dyydxdxdyydxdyy,xyI

2

0

43
2

0

222

x2

xx2

3
2

0D

3

D

2
X0

2

=−=−−=

===ρ=

∫∫

∫∫∫∫∫∫
−

22 yx −=

 

 
 
4) Să se calculeze aria domeniului delimitat de lemniscata lui Bernoulli 

dată de ecuaţia  ( )222 yx +
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∫∫=
D

A

Domeniul fiind simetric faţă de ambele axe de coordonate, aria este egală 
cu de patru ori aria unei jumătăţi de buclă. 

∫∫=
1D

dxdy4dxdy  (10.5) 

 
Dacă folosim coordonatele polare ( r , θ ), coordonatele carteziene ( , ) 
ale unui punct din domeniu au expresiile 

x y
θ= cosrx  şi θ= sinry . Astfel 

că ecuaţia lemniscatei în coordonate polare este: 

θ−θ= 22 sincosr  (10.6) 
 
Din condiţia de existenţă a radicalului, deducem: 

0≥θ ⇒sin2cos2 −θ   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−

4
,

4

1D

∈θ  

 
Integrala (10.5) o vom calcula cu ajutorul coordonatelor polare, domeniul 

 având în aceste coordonate următoarea reprezentare 

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ−θ∈

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈θ

θ=
θ=

22

1

sincos,0r

4
,0

sinry
cosrx

:D  (10.7) 

( )

12sind2cos2

sincos2rdrd4dxdy4A

4
0

4

0

4

0

2
sincos

0

4

0D

22

1

=θ=θθ=

−θ=θ==

π
π

π

θ−θ

π

∫

∫∫∫∫∫ d2 =θθ

 

 
 
5) Să se determine masa plăcii de densitate ( )y,xρ 22 yx +=

2

 care ocupă 
în  domeniul delimitat de elipsa 

1
4
y2

=+
9
x2
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( )
Masa plăcii o calculăm cu formula 

( )∫∫∫∫ +=ρ=
D

22

D

dxdyyxdxdyy,xM  (10.8) 

 
Integrala (10.8) o vom calcula folosind coordonatele polare generalizate, 
astfel că putem scrie: 

[ ]
[ ]∈

π∈θ
1,0
2,0

π=θ∫
π

6d
0

3

⎩
⎨
⎧

θ=
θ=

rsinr2y
cosr3x

:D  (10.9) 

( ) =θ=+= ∫∫∫∫
π

3rdr6ddxdyyxM
21

0

2

0D

22  

 
 
6) Să se determine momentul de inerţie faţă de planul (XOY) pentru un 
corp omogen care ocupă în  un domeniu delimitat de conul de ecuaţie 

 şi planul 22 yx += z2z 3= . (pentru ) 0z ≥

 
 

3Domeniul ⊂Ω

( )

 este simplu în raport cu axa OZ, el putând fi dat de 
reprezentarea: 

[ ]⎩
⎨
⎧

+∈

∈
Ω

3,yxz

Dy,x
:

22
 (10.10)

( )[ ]∫∫

∫∫∫∫∫∫

+−ρ=

=ρ=ρ=
+Ω

D

22

3

yx

2

D

2
XOY

dxdyyx27
3

dzzdxdydxdydzzI

2
3

22

22 yx += 9y2 =+

 (10.11)

 
Planul  intersectează conul  după cercul  
care se proiectează în planul  în adevărata mărime. Acest cerc 
delimitează domeniul D . 

2z
)XOY

x23z =
(
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Pentru calculul integralei (10.11) folosim coordonatele polare 

[ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

π∈θ
∈

θ=
θ=

2,0
3,0r

sinry
cosrx

:D  (10.12) 

( )
5

243πρ
=rdrr27d

3
I

3

0

3
2

0
XOY −θ

ρ
= ∫∫

π

 

 
7) Să se calculeze masa corpului de densitate ( ) zz,y =

3

,xρ  care ocupă 

în  domeniul delimitat de sfera de ecuaţie  şi conul 
, pentru . 

4z2 =+
2x += 0z ≥

y2x2 +
2y2z

 
 
Intersecţia dintre sferă şi con se obţine prin eliminarea lui z din sistemul: 

⎩
⎨
⎧

+

+
2

2

yx
yx

=

=+
22

22

z
4z

2yx 22 =+

 

 
Se obţine cercul  care se proiectează în planul ( ) în 
adevărata lui mărime. Aceasta delimitează compactul 

XOY
2D ⊂ . 

 321 
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3Domeniul ⊂Ω

( )

 este simplu în raport cu axa OZ el putând fi 
reprezentat prin 

[ ]⎩
⎨
⎧

−−+∈

∈
Ω

2222 yx4,yxz

Dy,x
:

( )

 (10.13) 

 
Atunci masa corpului se calculează: 

( )∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

−−==

==ρ=

−−

+

ΩΩ

D

22
yx4

yxD

dxdyyx2zdzdxdy

zdxdydzdxdydzz,y,xM

22

22

 (10.14) 

 
 
Integrala (10.14) se poate calcula folosind coordonatele polare: 

[ ]
[ ]π∈θ

∈
θ=
θ=

2,0
2,0r

sinry
cosrx

⎩
⎨
⎧

:D  (10.15) 

 
Atunci: 

( )
3

28π
=

xyzdxdydz

Ω 3

3
rr22drr2dM

2

0

32

0

2
2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π=−θ= ∫∫

π

 

 
 
8) Să se calculeze integrala 

∫∫∫
Ω

=I  

 
unde  este un domeniu din  delimitat de sfera  şi 
plane de coordonate 

1z22 =+yx2 +
0x = , 0y = , z 0=  (pentru ) 0z,y,x ≥
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Această integrală se poate calcula folosind coordonatele sferice: 

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

π∈ϕ
π∈θ

∈

θ=
ϕθ=
ϕθ=

Ω
2/,0
2/,0

1,0r

sinrz
sincosry
coscosrx

:  (10.16) 

48
1

2
1

4
1

6
1

2
sin

4
cos

6
r

cosdsincos dsin

2

0

24

0

41

0

6

2

0

2

0

3

=⋅⋅=
ϕ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
−=

=ϕϕϕθθθ

π

ππ

∫∫

ax2y2 =
2 zy =+ z

drrxyzdxdydzI
1

0

5==

π

Ω
∫∫∫∫

 

 
 
9) Să se calculeze volumul corpului delimitat de cilindrul , 
conul  şi planul 

x2 +
22x 0=  (pentru z ) 0≥

ax2y2 =
2a=

 
Cilindrul are generatoarea paralelă cu axa OZ, iar secţiunea lui este 
cercul  sau, dacă punem ecuaţia sub formă canonică, 

. 

x2 +

( ) 22 yax +−

 
 
Domeniul Ω  este simplu în raport cu axa OZ şi poate fi reprezentat prin 

 323 
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( )
[ ]+ 2y⎩

⎨
⎧

∈

∈
Ω

2x,0z

Dy,x
:  

∫∫∫∫∫∫∫∫
Ω

+

ΩΩ

+=== dxdyyxdzdxdydxdydzV 22
yx

0

22

[ ]⎩ ππ−∈θθ= 2/,2/sinry

 (10.17) 

 
Integrala (4.17) se poate calcula folosind coordonatele polare: 

[ ]
⎨
⎧ θ∈θ= cosa2,0rcosrx

:D  (10.16) 

( )
9
a32 3

=θdsin1cos
3
a16dcos

3
a8

drrddxdyyxV

2

0

2
32

2

3
3

cosa2

0

2
2

2
D

22

θ−θ=θθ=

=θ=+=

∫∫

∫∫∫∫

ππ

π−

θ
π

π−

 

 
 

10) Să se calculeze volumul elipsoidului 1
c
z

2

2

2

2
=+

b

y

a
x

2

2
+  

 
 
Folosim coordonatele sferice generalizate: 

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

π∈ϕ
ππ−∈θ

∈

θ=
ϕθ=
ϕθ=

Ω
2,0

2/,2/
1,0r

sincrz
sincosbry
coscosarx

:  (10.19) 

abc
3

4π=ddcosdrrabcdxdydzV
2

0

2

2

1

0

2 ϕθθ== ∫∫∫∫∫∫
π

π

π−Ω
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CAPITOLUL IX 
 
 

INTEGRALA CURBILINIE 
 
 
 
 

9.1. Integrala Stieltjes  
 
 
Fie intervalul ·⊂]b,a

)b
[ , o diviziune a acestuia, 

t...t n1ta( 0 =<<<==Δ  şi punctele arbitrar alese, , [ ]k1k t,t −∈kξ

n,1k = . 
 
Fie, de asemenea, funcţiile f şi ·→]b,ag

b,a .

) ( )[ ]−− 1ktg

[: , f mărginită şi g crescătoare 
pe [ ]  
 
Definim suma 

( ) ( ) (∑
=

Δ ξ=ξσ
n

1k
kkk tgf,g,f  (1.1)

pe care o numim sumă Riemann-Stieltjes. 
 
 

Definiţie

 325

: 
 Funcţia  este integrabilă Stieltjes în raport cu g  pe [a,b], f
dacă există un număr ·∈I  proprietatea: pentru orice 0>ε  e   cu xistă
un 0>δε  astfel ca pentru orice diviziune [ ]( )b,a'∈Δ  cu ε  să δ<Δ
avem: 
 ( ) ε<−ξσΔ I,g,f k           (1.2) 
 

 
Numărul I  se notează: 

b

∫=
a

fI ( ) ( )xdgx  (1.3)

şi se numeşte Integrala Stieltjes a funcţiei f în raport cu g pe [a,b]. 
 
Funcţia f fiind mărginită pe [a,b], notăm 

( )= xfinfm
[ ]

[ ]
( )

−

−

xfsup
k1k

k1k

t,t

t,t
 (1.4)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∈

∈

M
x

k

xk
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şi formăm sumele Darboux-Stieltjes (inferioară şi superioară) 

) ( )[ ]∑
=

−Δ −=
n

1k
1kkk tggmg,fs  

−1k

(1.5) 

 
Observaţii

( ) (t

( ) ( ) ( )[ ]∑ −=
n

tgtgMg,fS  
=

Δ
1k

kk

:---------------------------------------------------------------------------
 

ă funcţia crescătoare 

------ 

( ) xxg =g  este , atunci sumele 1) În particular, dac
(1.1) şi (1.5) sunt sumele Riemann şi Darboux ataşate funcţiei f . 
 
2) Pentru orice diviziune [ ]( )b,a'∈Δ  avem: 

( ) ( ) ( )g,fS,g,fg,fs k ΔΔΔ ≤ξσ≤  (1.6) 

-------------------------------------------------------------------------------- ----------  
 
 

Definiţie: 
 Spunem că diviziunea [ ]( )b,a* '∈Δ  este mai fină d t ecâ

[ ]( )b,a'  toate punctele lui , dacă Δ  sunt şiviziunea ∈Δd i în *Δ . 
*Δ⊂Notăm Δ   

 

 
 

Propoziţie: 
 D Δacă *Δ⊂ , atunci între sumele Darboux-Stieltjes 
corespunzătoare are loc relaţia: 

( ) ( ) ( ) ( )g,fSg,fSg,fsg, ** ΔΔΔfsΔ ≤ ≤≤        (1.7) 
 

 
Demonstraţie: 
P n aţăresupunem că *Δ are un singur punct î  pl  de Δ .  diviziunea us f

...tt...tta( k1k10 )btn<<<<<<==Δ − =  
)btnta(* 0 ...tut...t k1k1<==Δ <<<<< − < =  

Calculăm: 
 

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]
[ ]

( ) ( ) −−−

−=−

∈

−∈ΔΔ

−

−

kt,txk

1ku,tx*

tgxfinfugtgxfinf

tgugxfinfg,fsg,fs

k1k

1k

( )[ ] =

+

−1ktg
 

+
[ ]∈ t,ux k
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[ ]
( ) ( ) ( )[ ]

[ ]
( ) ( ) ( )[ ] −− ug

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =−+−−

+−=

−∈

∈−∈

−

−

1kkk,tx

kt,ux1ku,tx

tgugugtgxfinf

tgxfinftgugxfinf

1k

k1k  

( ) ( )[ ]
[ ]

( )
[ ]

( )[ ]
( ) ( )[ ]

[ ]
( )

[ ]
infxfinfugtg

infxfinftgug

k1kk

k1k

t,txt,uxk

txu,tx1k

−−+

−−=

−

−−

∈∈

∈∈−

( )[ ] 0xf

xf
k1 t,

≥

+
 

 
Rezultă ( ) ( )g,fs *Δ≤g,fsΔ  
La fel se demonstrează şi următoarea inegalitate ( ) ( )g,fSΔ≤g,fS * Δ  
Putem sublinia două criterii de integrabilitate prin următoarele teoreme. 
 
 

Teorema 1:  
Criteriul Darboux 
 Fir [ ] ·→b,a: , f mărginită şi g crescătoare pe [a,b]. g,f
 Funcţia f este integrabilă Stieltjes în raport cu g pe [a,b] dacă şi 
numai dacă pentru orice 0>δ0>ε  există u ε  astfel încât pentru orice 

diviziune  cu [( )b,a ]'∈Δ εδ<Δ , avem: 

 ( ) ( )

 327

ε<− ΔΔ g,fsg,fS           (1.8) 
 

 
 

Teorema 2: 
 Dacă funcţia f este continuă, iar g este crescătoare pe [a,b], atunci 
f este integrabilă Stieltjes în raport cu g pe [a,b]. 
 

 
Demonstraţie: 

( )
Din  continuă pe compactul [a,b]  f uniform continuă pe [a,b] f ⇒

def
⇒

)
 

pentru   ( )∀ ε 0> (∃ 0>δε b][a, astfel încât pentru orice  cu y,x ∈

εδ<− yx , avem: 

( ) ( ) ( ) ( )agb −
ε

g
yfxf <−  (1.9)

 
Fie o diviziune [ ]( )b,a εδ<Δ'∈Δ  cu . Atunci pentru orice două puncte 

 putem scrie: [ ]k1kk t,t −∈k y,x

( ) ( ) ( ) ( )agb −g
yfxf kk

ε
<−  (1.10)
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f [ ] ⇒ fDacă  continuă pe    continuă pe b,a [ ]k1k t,t −  şi îşi atinge 
marginile pe acest interval. Deci pentru aceste margini, putem scrie: 

( ) ( )agb −
ε

g
mM kk <−  (1.11) 

 
Calculăm 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ≤−1ktgS  −+−=− ∑∑
==

−ΔΔ

n

1k
kk

n

1k
1kkk tgmtgtgMg,fsg,f

( ) ( )[ ] <− −1ktg
( ) ( )

−≤∑
=

n

1k
kkk tgmM ( ) −

−

ε ∑
=

n

1k
ktg

agbg
( )[ ] =−1ktg  

( ) ( )
( ) −

−

ε= bg
agbg

( )[ ] ε=ag

b,a

 

 
Conform criteriului precedent, rezultă că f este integrabilă Stieljes în 
raport cu g  pe [ ] . 
 
Folosind sumele Riemann-Stieltjes şi definiţtia integrabilităţii, se pot pune 
în evidenţă următoarele: 
 
Proprietăţi ale integralei Stieltjes  
 
 
1) Fie [ ] [·→a gb,:g,f,f 21 ,  crescătoare pe ]b,a

1f 2f

. 
 
Dacă  şi  sunt integrabile Stieltjes în raport cu  pe g [ ]b,a

( )·∈α2, g

( ) ( )xdgx

, atunci: 
a)   este funcţia integrabilă Stieltjes în raport cu  
pe . 

2211 ff α+ α1

[ ]b,a
α

b) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫∫ α+α=α+α
b

a
22

b

a
11

b

a
2211 fxdgxfxdgxff  (1.12) 

   
 
2) Fie [ ] [·→ gb,a:g,f ,  crescătoare pe ]b,a

f
. 

Dacă  este integrabilă Stieltjes în raport cu g  pe [ ]b,a  şi ( ) 0xf ≥
[ ]b,a

( ) 0xdg ≥

 pe 
, atunci: 

( )xf
b

a
∫  (1.13) 
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]b,c[]∪
f g [ ]c,a

[ ],c f ]

( ) ( )xdgxf

3) Fie  c,a[)b,a[ =
Dacă  este integrabilă Stieltjes în raport cu  pe intervalele  şi 

, atunci  este integrabilă Stieltjes în raport cu  pe [  şi avem: b g b,a

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

xdgxfxdgxf  (1.14)

 
 

[4) Fie [ ] ·→b,a:g,g,f 21 ,  şi  crescătoare pe ]b,a

1 ]b,a

. 1g 2g
 
Dacă f este integrabilă Stieltjes în raport cu g  şi  pe [ , atunci f 
este integrabilă Stieltjes în raport cu g

2g

2g1 +  pe [ ]b,a  şi avem: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a
1

b

a
21 fxdgxfxggdxf ( ) ( )2 xdgx  (1.15)

 
 

[ ]b5) Dacă  este integrabilă Stieltjes în raport cu g  pe f ,a , atunci f  este 

integrabilă Stieltjes în raport cu g  pe [ ]b,a  şi avem: 

( ) ( ) ∫∫ ≤
b

a

b

a

fxdgxf ( ) ( )xdgx  (1.16)

 
 
6) Dacă  este continuă pe f [ ]b, g
[ ]b,

a  şi  este monoton crescătoare pe 
, atunci există un punct a [ ]b,a∈ξ  astfel ca: 

( ) ( ) ( )gfxdgxf
b

a

ξ=∫ ( ) ( )[ ]agb −  (1.17)

 
(1.17) este o formulă de medie pentru integrala Stieltjes. 
 
 
7) Dacă  este integrabilă Stieltjes în raport cu  pe f g [ ]b,a g, atunci şi  
este integrabilă Stieltjes în raport cu f  pe [ ]b,a

( ) ( )xdfxg

 şi are loc egalitatea: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫ −−=
b

a

b

a

agafbgbfxdgxf  (1.18)

 
(1.18) este formula de integrare prin părţi pentru integrala Stieltjes. 
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Un rezultat referitor la calculul unei integrale Stieltjes este dat de: 
 
 

Teorema 3: 

 330

 Dacă  este continuă pe f [ ]b g,a  iar  are derivată continuă pe 
[ ,a ]b , atunci f  este integrabilă Stieltjes în raport cu  pe g [ ]b,a  şi are loc 
egalitatea: 

        (1.19) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′=
b

a

b

a

dxxgxfxdgxf

 

 
Deci o integrală Stieltjes se calculează cu ajutorul unei integrale Riemann 
conform formulei (1.19). 
 
Demonstraţie: 
 
Din  şi g  continue pe [ ]  ⇒  [ ]( )b,a5gf ∈′ . f ′ b,a
Deoarece  continuă pe [  compact ⇒   mărginită pe f b,a f] [ ]b,a ⇒  
( ) M≤ ( )∀xf   . [ ]b,a∈x

g′

 
( )
⇒
def

 pentru ( )∀  0>ε  (De asemenea,  continuă pe [ ]b,a  )∃   

astfel încât pentru orice 

0>δε
[ ]b,a∈y,x  cu εδ<− yx , să avem 

( ) ( )
( )abM −

ε

'

ygxg <′−′  (1.20) 

 
Fie o diviziune  cu [ ]( )b,a∈Δ εδ<Δ , ( )bx...xxa n10 == = < < <Δ  

şi [ ]k1k x,x −∈kξ . 
 
Calculăm 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∑∑

∑∑

==
−

==
−

ΔΔ

ξ′ξ−−ξ′ξ=

−ξ−−ξ′ξ=

=ξσ−ξ′σ

n

1k
k

*
kk

n

1k
1kkkk

n

1k
kk

n

1k
1kkkk

kk

xgfxxgf

xgfxxgf

,g,f,gf

−

−

−

=

1k

1k

x

xg  

 
( )k1k x,x −k *∈ξ  conform teoremei lui Lagrange, cu 
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De aici rezultă: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ε=−

≤

−

ε=−
−

ε≤

−ξ′−ξ′ξ≤

≤ξσ−ξ′σ

∑

∑

=
−

=

ΔΔ

ab
xx

abM
M

xx*ggf

,g,f,gf

n

1k
1kk

n

1k
kkkk

kk

−

ab

1k  

 
De aici rezultă că: 
 

( ) ( )k,g,f
0k0

lim,gflim ξσ=ξ′σ
→ΔΔ→Δ Δ

( ) ( )xdgx

, 

 
adică 

( ) ( ) ∫∫ =′
b

a

b

a

fdxxgxf  

 
 

9.2. Drumuri şi curbe în ∇n 
 
 

3Prezentarea o facem pentru · , transpunerea pentru un spaţiu cu un 
număr oarecare de dimensiuni putând fi făcută cu multă uşurinţă. 
 
 

Definiţie: 
 Numim drum în ∇3 orice aplicaţie continuă , [ ] 3b, ·→a:γ

( )h,g,f=γ . 
 

 
Această aplicaţie duce punctul [ ]b,at∈ , în ( ) ( ) ( ) ( )( ) 3th ·∈

 

,tg,tft =γ . 
 
Mulţimea

 331

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }b,at∈,thz,tgy,tfxz,y,xI 3 ===∈=γ ·  (2.1)
 
se numeşte imaginea drumului γ (figura 1) 
 
Dacă notăm cu r

r
 vectorul de poziţie al punctului ( )tγ , kzjyixr

rrr r
++= , 

atunci prin identificare avem: 
( )tfx = , , ( )tgy = ( )thz =  (2.2)
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- Figura 1 - 

 
[ ]b,atAnsamblul relaţiilor (2.2) pentru ∈  dau o reprezentare parametrică 

a mulţimii ( )γI . 
 

 332

Punctele  şi ( ) ( ) ( ) h,ag,afa =γ ( )( )a 3·∈ ( ) ( ) ( ) ( )( ) 3b ·∈h,bg,bfb =γ  se 
numesc capetele drumului. 
 

( ) ( )ba γ=γ  spunem că drumul este închis. (figura 2) Dacă 
 
Dacă pentru  avem b<t ′′<′ta < ( ) ( )tt ( ) ( )′′γ=′γ  spunem că ′γ ∈ γIt  este 
un punct multiplu al drumului. 
 
 
Definiţie: 
 Drumul [ ]:γ , 3b ·→ ( )h,g,f,a =γ  este simplu dacă el nu are 
nici un punct multiplu. (figura 3) 
 
 
 
Definiţie: 
 Drumul [ ]:γ , 3·→ ( )h,g,fb,a =γ  este neted, dacă 

[ ]( )b,aC1∈γ  şi 
 
 , [ ]b,at( ) ( )tgtf 22 +′+′ ( ) 0th 2 ≠′ ∈         (2.3) 
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- Figura 2 - - Figura 3 - 

 
- Figura 4 - 

 
Fie drumurile: 

[ ] 3
1b ·→

[ ] 3
2b ·→

11 ,a:γ  

22 ,a:γ  
 
Dacă  şi 21 ab = ( ) ( )22 a11 b γ=γ  spunem că drumurile sunt juxtapozabile. 
Drumul  definit prin  [ ]21 b,a: ·→γ 3

[ ]
[ ]∈

∈

22

11

b,a
b,a

t  ( )
( )
( )⎩

⎨
⎧
γ

γ
=γ

2

1

t
t

,t
,t

(2.4)

 
se numeşte juxtapunerea drumurilor γ1 şi γ2 (figura 4) şi se notează 

γ 21 ∪ γ=γ  
 
 
Definiţie

 333

: 
 Drumul [ ]:γ  este 3b,a ·→ neted pe porţiuni, dacă este 
juxtapunerea unui număr finit de drumuri netede. 
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Fie drumul , [ ] 3b ·→,a:γ [ ]( )h,g,f ( )b,a'∈Δ  =γ  şi o diviziune 
( )btn =<...tta 10 <<==Δ  

 
Punctele ( ) ( )a0tM0 γ=γ= , ( )11 tM γ= , ( )2t

 334

2M γ= , ... ( ) ( )btnMn γ=γ=  
ce aparţin mulţimii ( )γI  determină o linie poligonală (figura 5) 
 

 
 

- Figura 5 - 
 
Lungimea acestei linii poligonale, L , este dată de: Δ

( )[ ]( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )∑
=

−−Δ −+−+−=
n

1k
k

2
1kk

2
1kk thtgtgtftfL −

2
1kth  

(2.5) 

 
[ ]Dacă considerăm un şir de divizuni ( ) Nnn ∈Δ  ( )b,a'n =Δ  cu 

0n =Δ
∞

lim
n→

, vom putea obţine şirul de numere pozitive ( )
Nn∈n

LΔ . 

 
 
Definiţie: 
 

( ) Drumul γ este rectificabil, (are lungime) dacă şirul 
Nnn

L
∈Δ  

este mărginit superior. Limita superioară a acestui şir se numeşte 
lungimea drumului γ, notată ( )γL  
 
 ( )            (2.6) 

n
LlimL

n Δ∞→
=γ
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Propoziţie: 
 
 Dacă drumul [ ] 3b ·→,a:γ , ( )h,g,f=γ  este neted, atunci el este 
rectificabil şi lungimea lui este dată de: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ′+′+′=γ
b

a

222 dtthtgtfL         (2.7) 

 
 
Demonstraţie: 
 
Pentru diviziunea [ ]( )b,a'∈Δ , ( )btn...ta 0 =<<==Δ  lungimea liniei 

poligonale determinată cu punctele ( )kk tM γ=  ( )n,0=

( )[ ]

k  este  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )∑
=

−−Δ −+−+−=
n

1k
k

2
1kk

2
1kk thtgtgtftf −

2
1kthL  

 
Deoarece drumul γ  a fost presupus neted, funcţiile  deci 
sunt cuntinue şi derivabile pe orice interval 

[ ]( )b,aC1h,g,f ∈
[ ]k1k t,t − . Astfel putem aplica 

teorema Lagrange pe fiecare interval. Deci există puncte 
( )k1k t,t −k ∈kk ,, ζηξ  astfel ca 

( ) ( ) ( )( )−− 1kk ttL  ∑
=

Δ ζ′+η′+ξ′=
n

1k
k

2
k

2
k

2 hgf (2.8)

 
Notăm cu [ ] [ ] [ ] 3b, ·⊂ab,ab,aD ××=  şi considerăm funcţia ·→D:F , 
definită astfel  

( ) ( ) ( ) ( )wh 2′+

F 3

vgufw,v,uF 22 ′+′=  (2.9)
 
Putem spune că  este continuă pe domeniul compact D ·⊂

0>
>δε

, deci 
este şi uniform continuă pe acesta. Prin urmare, pentru orice ε  există 
un  astfel ca pentru orice două puncte 0 ( )w,v,u ′′′  şi  

cu proprietatea 

( ) Dw, ∈′′′v,u ′′′

εδ<′′−u′u , εδ<′′− v′v , εδ<′′−′w

)

w  să avem: 
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( ) ( εw,v,uFw,v,uF
ab −

<′′′′′′−′′′  (2.10)
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[ ]( b,a'Fie diviziunea )∈Δ  astfel ca εδ<Δ kξ. Atunci pentru u =′ , 

, kη kwv =′ ζ=′ u, ktwv =′′=

)

′′=′′ , inegalitatea (2.10) devine 

( ) ( εt,t,tF,,F kkkkkk
ab −

<−ζηξ  (2.11) 

 
sau dacă ţinem seama de (2.9) obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εthtgtfhgf k
2

k
2

k
2

k
2

k
2

k
2

ab −
<′+′+′−ζ′+η′+ξ′  (2.12) 

 
Calculăm 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∑∑

∑

=
−

=

−
=

ΔΔ

+η′+ξ′≤−′+′+′−

−−ζ′+η′+ξ′=σ−

n

1k
k

2
k

2
1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2

1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2
k

gfttthtgtf

tthgft,FL

−ζ′ k
2h

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε=− abf  ∑
=

−−
−

ε=−
−

ε<−′+′+′−
n

1k
1kk1kkk

2
k

2
k

2

ab
tt

ab
ttthtgt

 
Prin urmare putem scrie 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ′+′=σ= Δ→ΔΔ→Δ

b

a

22
k00

tgtft,FlimLlim ′+ 2 dtth

( )

 

 
Rezultă 

( ) ( ) ( )∫ ′+′=γ
b

a

22 tgtf ′+ 2 dtthL  

b [ ]( )11
0 b,a

b [ ]( )22 b,a

 
Fie drumurile 

[ ] 3
1 ·→ 1 C∈γ11 ,a:γ ,   

[ ] 3
2 ·→ 0

2 C∈γ22 ,a:γ ,   
 
 
Definiţie: 

( )21 Drumurile γ1 şi γ2 sunt echivalente ≈ γγ , dacă există o 
aplicaţie continuă şi strict crescătoare [ ] [ ]22 b,a→11 b,a:ϕ  astfel ca: 

         (2.13) 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

γ
ϕ
ϕ

t
b
a

1

1

1

[ ]11 b,a∈( )( )ϕ t ( )∀ tγ=
=
=

b
a

2

2

2
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Din definiţia dată, deoarece [ ]( ) [ ]22 b,a11 b,a =ϕ , se vede imediat că două 
drumuri echivalente au aceeaşi imagine. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
De asemenea se poate demonstra următoarea: 
 
 

Propoziţie: 
 Un drum echivalent cu un drum rectificabil este şi el rectificabil, 
drumurile având aceeaşi lungime. 
 

 
Demonstraţie: 
 
Fie  , [ ] 3

1b ·→11 ,a:γ ( )111 h,g,f1 =γ   
 , [ ] 3

2b ·→22 ,a:γ ( )222 h,g,f2 =γ  
 
drumurile echivalente şi 

[ ]11 b,at( )tfx 1= , , ( )tgy 1= ( )thz 1= , ∈  (2.14)
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o reprezentare parametrică a lui 1γ , iar  
[ ]22 b,a( )τ= 2fx , , ( )τ= 2gy ( )τ= 2hz , ∈τ  (2.15)

 
o reprezentare parametrică a lui 2γ . 
 
Dacă [ ] [ ]22 b,a→11 b,a:ϕ  este funcţia care apare în condiţia de 
echivalenţă a drumurilor 1γ  şi 2γ , atunci orice diviziune 

( )2n b1022 ...a =τ<<τ<τ==Δ  
 
a intervalului [  este imaginea prin ]22 b,a ϕ  a unei diviziuni 

( )1n bt1011 ...tta =<<<==Δ  
 
a intervalului [ . Putem scrie: ]11 b,a

)( kk tϕ=τ , n,0=

1

k  (2.16)
 
Reciproc, oricărei diviziuni Δ , îi corespunde o diviziune 2Δ . 
 
De asemenea, din definiţia echivalenţei drumurilor, avem 
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( ) ( )[ ]tf2 ϕ=tf1 , ( ) ( )[ ]tg2 ϕ=tg1 , ( ) [ ( )]th2 ϕ

[ ]11 b,a∈

)[ ]

th1 =  (2.17) 
 
pentru orice . t
  
Putem scrie: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) (

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ([ )]
2

L2
1

2
1k

Δ−

−

=

=

}L{
2Δ

1

hhggff

ththtgtgtftfL

n

1k
k2k2

2
1k2k2

2
1k2k2

n

1k
1k1

2
1k1k1

2
1k1k1

=
−−

=
−−Δ

τ−τ+τ−τ+τ−τ=

−+−+−=

∑

∑  
(2.18) 

 
Din (2.18) putem spune că mulţimile de numere pozitive  şi  
coincid. Limitele superioare ale şirurilor formate coincid în cazul în care 
acestea există. Prin urmare, cele două drumuri echivalente au aceeaşi 
lungime. 

}L{
1Δ

 
 

Definiţie: 
 Numim curbă în ∇3 o clasă de drumuri din 3·  echivalente. 
 

 
Un exemplu de drumuri aparţinând aceleiaşi curbe este dat de: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tz
ty
tx

:1γ ,  şi γ , [ ]1,0t∈ 2
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

τ=
τ=
τ=

2z
2y
2x

: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
1,0τ  
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Funcţia continuă [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→

2
1,0 ( )ϕ 1,0:  este definită de 

2
tt =ϕ . 

 
Relativ la curbe, se introduc următoarele noţiuni: imaginea curbei, ca fiind 
imaginea unui drum conţinut de curbă; curba simplă, ca fiind o curbă care 
conţine cel puţin un drum simplu; curba închisă, ca fiind o curbă care 
conţine cel puţin un drum închis; curba rectificabilă, ca fiind o curbă care 
conţine cel puţin un drum rectificabil; lungimea unei curbe rectificabile, ca 
fiind lungimea comună a drumurilor care alcătuiesc această curbă şi aşa 
mai departe. 
 
Trebuie să subliniem faptul că pentru o curbă, notată cu , 
reprezentarea parametrică a mulţimii 

Γ
( )ΓI Γ (numită imaginea curbei ) o 

dăm folosind reprezentarea parametrică a mulţimii ( ) 3I , unde ·⊂γ γ  este 
un drum care aparţine acestei curbe. 
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Γ

[ ]b,at∈

Astfel, curba  o definim prin: 
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

thz
tgy
tfx

Γ : ,   (2.19)

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se determine lungimea curbei Γ  definită de reprezentarea: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
Γ

z
y
x

:
=
=
=

bt
tsina
tcosa
, [ ]π∈ 2,0t ;  0b,a > (2.20)

 
  
Folosim formula (2.7) şi avem: 

( ) ( ) ( ) ( )

22
2

0

22

2

0

2222
2

0

222

ba2dtba

cosatsinadtthtgtfL

+π=+=

+=′+′+′=Γ

∫

∫∫
π

ππ
2dtbt =+

 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

9.3. Integrala curbilinie de primul tip  
 
 
La această noţiune se poate ajunge pornind de la problema determinării 
masei unui fir material greu. 
 

3Fie un fir material ce ocupă în ·  imaginea unei curbe , rectificabile, 
dată de reprezentarea parametrică 

Γ

( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

thz
tgy
tfx

:Γ ,  [ ]b,at∈ (3.1)

 
Fie ( ) ⊂Γρ I: +→··3

( )t
 funcţia densitate. 

Notăm cu Γ  curba rectificabilă definită de reprezentarea: 
( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

τ=
τ=
τ=

hz
gy
fx

Γ :)t( , [ ] [ ]b,at ⊂,a∈τ  (3.2)
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( )t

( )

 
Lungimea ei, notată l , conform (2.7) este dată de integrala: 

( ) ( ) ( )∫ +τ′+τ′=
t

a

22 gftl ττ′2 dh

[ ] +→·b,

 (3.3) 

 
Putem spune că  este o funcţie crescătoare pe acest 
interval. 

a:l

 
Fie o diviziune , [ ]( )b,a'∈Δ ( )btn...ta 0 =<<==Δ  şi punctele 

, [ ]kt,1kt −∈kξ n,1k = , arbitrar alese în intervalele corespunzătoare. 
 
Putem afirma că masa M a firului material poate fi aproximată prin 
următoarea sumă: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]tltlh,g,fM 1kk

n

1k
kkk −ξξξρ≈ −

=
∑ ( )l,ρσ= Δ

[ ]( )b,a'

 (3.4) 

 
Aceasta este o sumă Stieltjes scrisă pentru funcţiile ρ, l şi o diviziune 

. ∈Δ
 
Evident, masa firului este aproximată mai bine dacă considerăm diviziuni 

 cu *Δ Δ<Δ * . 
 
Astfel, pentru un şir de diviziuni ( ) Nnn ∈Δ , [ ]( )b,an '∈Δ  cu 0n =Δ

∞

( )[ ] ( )tdlth

3

lim
n→

, 

masa firului material este: 

( ) ( ) ( )∫ρ=ρσ= Δ∞→

b

a
n

,tg,tfl,limM
n

 (3.5) 

 
Prin urmare, masa unui fir material se poate calcula cu o integrală 
Stieltjes. Există şi alte probleme care pot fi rezolvate cu o astfel de 
integrală; de exemplu problema determinării sarcinii electrice totale a unui 
fir material atunci când se cunoaşte densitatea de repartiţie în fiecare 
punct al firului. 
 
Fie un domeniu D ·⊂ Γ care conţine imaginea curbei rectificabile  dată 
de reprezentarea (3.1) şi o funcţie ·→D:F . 
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Definiţie: 
 Dacă există integrala Stieltjes: 

           (3.6) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫
b

a

tdltf,tg,tfF

atunci spunem că F este integrabilă Stieltjes în raport cu funcţia l în 
lungul curbei Γ. 
 Integrala (3.6) o notăm 

 ( )∫
Γ

dlz,y,xF            (3.7) 

şi o numim integrala curbilinie de primul tip a funcţiei F în lungul 
curbei Γ. 
 

 
În cele ce urmează vom arăta că nici existenţa, nici valoarea integralei 
curbilinii (3.7) nu depind de alegerea drumului, ci numai de curba . Γ
 
 

Teorema 1: 
 Fie drumurile 1γ  şi 2γ  definite de: 

  

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

thz
tgy
tfx

1

1

1

γ :1 [ ]11 b,at∈ , 

( )
( )
( )τ=

τ=

τ=

2

2

2

hz
gy
fx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
γ2 :  [ ]22 b,a∈τ  

 
··3şi funcţia → D⊂D:F ,  fiind un domeniu care conţine mulţimea 

( )1I γ . 
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 Dacă drumurile 1γ  şi 2γ  sunt echivalente, atunci existenţa uneia 
dintre integralele Stieltjes, 

  şi  ( ) ( )∫
b

a
111 h,tg,tfF ( )[ ] ( )ττ 2dl( )[ ] ( )1 tdlt ( ) ( )∫ ττ

b

a
222 h,g,fF

 
implică existenţa celeilalte precum şi egalitatea lor. 
 

 
Demonstraţie: 
Presupunem că prima integrală există. Fie  

( )1n bt21011 ...ttta =<<<<==Δ  
 
o diviziune a intervalului [ ]11 b,a . Funcţia ϕ  care apare în condiţia de 
echivalenţă a drumurilor 1γ  şi 2γ , asociază lui 1Δ  o diviziune: 
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( )2n b21022 ...a =τ<<τ<τ<τ==Δ  
 
a intervalului [  astfel ca ] ( ) kkt22 b,a = τϕ . 
 
Fie . Prin funcţia [ ]k1k t,t −∈kξ ϕ , acestuia îi corespunde punctul 

 astfel că [ k1,τ ]kk τ∈η − ( )kk ξϕ

21

=η . 
 

[ ]1 ( ) ( )τ= 2lt1l ; ( ) ( )( )tf2tf11 b,at≈ γγ , pentru orice ∈  avem ϕDin = ; 
 şi ( )t ( )( )tg2 ϕg1 = ( ) ( )( )t

)[ ]

( )[ ]−

−

τ−

=

1k2

1k

I

( ) ( )21 l,Fl,F
21 ΔΔ σ=σ

hth 21 ϕ= . 
 
Prin urmare, putem scrie: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) (

( ) ( ) ( )[ ] ( )∑

∑

=

=

τηηη=

−ξξξ

n

1k
k2k2k2k2

n

1k
1k1k1k1k1

l  h,g,fF

tItl h,g,fF
 

 
adică 

 (3.8) 
 
Cu observaţia că  este uniform continuă pe ϕ [ ]11 b,a  rezultă că în cazul 
în care 0→1Δ , atunci şi 02 →Δ . Concluzia teoremei rezultă din (3.8) 
prin trecere la limită. 
 
În legătură cu calculul integralei curbilinii de primul tip, demonstrăm: 
 
 

Teorema 2: 
 Dacă curba Γ  definită de reprezentarea: 

 
( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

thz
tgy
tfx

:Γ [ ]b,at∈  

 
este netedă iar funcţia  este continuă pe un domeniu DF 3·⊂  care 
conţine imaginea lui Γ  atunci: 

       ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫ ′+′+′=
Γ

b

a

222 dtthtgtfth,tg,tfFdlz,y,xF       (3.9) 
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Formula (3.9) ne spune că o integrală curbilinie de primul tip se 
calculează cu ajutorul unei integrale Riemann simple. 
 
Demonstraţie: 
Vom folosi rezultatul (1.19) referitor la calculul unei integrale Stieltjes. 
Este suficient să arătăm că funcţia crescătoare [ ] ·→b,a

( ) ( ) ( ) ( )

:l  

∫ ττ′+τ′+τ′=
t

a

222 dhgftl  (3.10)

 
are derivata continuă pe ( )b,a

( ) ( ) ( )

. 
 
Într-adevăr, apelând la formula de derivare în raport cu parametrul, a unei 
integrale cu parametru, obţinem: 

( )thtgtftl 222 ′+′+′=′  (3.11)
 

[ ]( )b,aC1

( )

h,g,f ∈  Aceasta este continuă deoarece 
 
Atunci, conform (1.19) avem 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ +′+′=′=
Γ

b

a

22
b

a

tgtfth,tg,tfFdttl th,tg,tfFdl z,y,xF ′2 dt th

3

 
 Aplicaţii ale integralei curbilinii de primul tip  
 
 
Pentru un fir material care este imaginea în ·  a unei curbe Γ  simple, 
rectificabile şi ( )z,y,xρ  este funcţia densitate, putem determina: 
 
1) Lungimea firului 

( ) ∫
Γ

=Γ dlL  (3.12)

 
 
2) Masa firului 

( )∫
Γ

ρ= dl z,y,xM  (3.13)

 

 343
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3) Coordonatele centrului de greutate 

 344

( )

( )

( )∫

∫

∫

Γ

Γ

Γ

ρ=

ρ=

ρ=

dl z,y,xz
M
1z

dl z,y,xy
M
1y

dl z,y,xx
M
1x

g

g

g

 (3.14) 

 
 
4) Momentele de inerţie 

( ) ( )

( )

( ) ( )∫

∫

∫

Γ

Γ

Γ

ρ++=

ρ=

ρ+=

dl z,y,x  zyxI

dlz,y,x zI

dl z,y,x  zyI

222
O

2
XOY

22
OX

 (3.15) 

 
Prin analogie, se pot da expresiile şi pentru celelalte momente de inerţie. 
 
 

9.4. Integrale curbilinii de al doilea tip  
 
 
La această noţiune se poate ajunge pornind de la determinarea lucrului 
mecanic. 
 

 determinat de punctele ( )11 z,y,1xA  şi (ABFie un segment )222 z,y,xB  
(figura 6) 

 
- Figura 6 - 
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1r
r

2r
r

kzjyixr 1111

Notăm cu  şi  vectorii de poziţie ai punctelor A şi B. 
rrr r
++=

kzjyixr 2222

 
r r r

++=

kRjQ

 
(4.1)r

 
Fie iPF

rrr r
= + +  o forţă constantă care acţionează asupra unui 

punct material ce se deplasează pe AB  de la A spre B. 
 
Ştim că lucrul mecanic efectuat de forţa F

r
 este dat de produsul scalar: 

( )
( ) ( ) ( )121212

12

zzRyyQxxP
rrFABFL

−+−+−=

=−=⋅=
→ rrrr

 (4.2)

 
Prin generalizare, fie o curbă Γ  din 3· , rectificabilă, dată de 
reprezentarea parametrică: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
thz
tgy
tfx

: [ ]b,at∈

3

   (4.3)

 
( ) D⊂Iun domeniu D ·⊂  astfel ca Γ  şi o funcţie vectorială 

, 3⌫3· →⊂D:F
r

[ ]R,Q,PF . =
r

 
- Figura 7 - 

 
Când t parcurge continuu intervalul  de la a la b, punctul 
corespunzător, 

]b,a[
( ) ( )Γ∈ ItM  parcurge această mulţime într-un sens pe 

care-l numim direct. În caz contrar, când t parcurge continuu intervalul 
 de la b la a, punctul ( )tM  parcurge ( )ΓI  în sens invers. ]b,a[
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ΓCurba  împreună cu sensul direct de parcurgere a lui ΓΙ  se ntoează 
cu . În mod asemănător, se defineşte +Γ −Γ . (figura 7). 
 
Fie o diviziune  [ ]( )b,a'

( )btn

∈Δ
...ttta 210 =<<<<==Δ  

şi punctele arbitrar alese [ ]k1k t,t −∈kξ , n,1=k  
 
Lucrul mecanic al forţei variabile F

r
 ce acţionează asupra unui punct 

material care se deplasează pe ( )ΓI  în sens direct poate fi aproximat prin 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∑

∑

∑

=
−

=
−

=
−

−ξξξ+

+−ξξξ+

+−ξξξ≈

n

1k
1kkkkk

n

1k
1kkkkk

n

1k
1kkkkk

thth h,g,fR

tgtg h,g,fQ

tftf h,g,fPL

)

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫

∫∫

+

++≈

b

a

aa

tdhth,tg,tfR

tdgth,tg,tfQtdfth,tg,tfPL

 (4.4) 

 
Se observă că sumele din dreapta sunt sume Riemann-Stieltjes, deci 
putem scrie: 
 

( ) ( ) ( h,Rg,Qf,PL ΔΔΔ σ+σ+σ≈

bb

 (4.5) 
 
Prin urmare, lucrul mecanic este dat de suma a trei integrale Stieltjes. 

 (4.6) 

 
 

Definiţie: 
 Dacă  este o curbă rectificabilă orientată, dată de Γ
reprezentarea (4.3), dacă ( ) 3⌫→ΓI:F

r
, ( ( ))ΓIC0∈F
r

 şi dacă există 
integralele Stieltjes: 

( ) ( ) ( )[ ] ( )tdfth ( ) ( )∫
b

a

,tg,tfQ∫
b

a

,tg,tfP ( )[ ] ( )tdhth, ,  ( )[ ] ( )tdgth ( ) ( )∫
b

a

,tg,tfR

atunci suma lor se notează: 
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( )dzz,y,x ( ) ( )∫
Γ

++ Rdyz,y,xQdxz,y,xP        (4.7) 

şi se numeşte integrala curbilinie de al doilea tip a funcţiei vectoriale 
→
F  în lungul curbei Γ . 

 În cazul de faţă spunem că 
→
F  este integrabilă în raport cu 

coordonatele în lungul curbei Γ . 
 

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 

Pentru integrala (4.7) putem folosi notaţia simplă , dacă notăm: ∫
Γ

rdF
rr

kdzjdy idxrd
rrr r
++=  

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Proprietăţi: 
 
1) Integrala curbilinie de al doilea tip depinde de sensul de parcurgere a 
lui Γ . 

∫∫
−+ ΓΓ

−= rdFrdF
r rr r

 (4.8)

 
 

1F
r

 şi 2F2) Dacă 
r

 sunt integrabile în raport cu coordonatele în lungul 

curbei , atunci şi funcţia Γ 221 F1F
rr

α+α  ( )·αα ∈2,1  are această 
proprietate şi 

( ) ∫∫∫
ΓΓΓ

α+α=α+α rdFrdFrdFF 22112211

r rrrr r r
 (4.9)

 
 
3) Dacă  este juxtapunerea curbelor 21 Γ∪Γ= 2,Γ 1 ΓΓ  iar F

r
 este o funcţie 

integrabilă în raport cu coordonatele în lungul curbelor 1Γ  şi , atunci F2Γ
r

 
este integrabilă în raport cu coordonatele în lungul lui Γ  şi avem 

∫∫∫
+++ ΓΓΓ

+=
21

rdFrdFrdF
rrr rrr

 (4.10)
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14) Dacă drumurile rectificabile γ  şi 2γ  sunt echivalente ( )21 ≈ γγ  şi dacă 

F
r

 este integrabilă în raport cu coordonatele în lungul lui 1γ  şi 2γ , atunci 

∫∫
++ γγ

=

21

rdFrdF
rrrr

 
(4.11) 

 
În legătură cu calculul integralei curbilinii de al doilea tip, subliniem 
următoarea: 
 
 

Teoremă: 
 Dacă  este o curbă netedă dată de reprezentarea: Γ

   
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

thz
tgy
tfx

Γ : [ ]b,at∈

iar   este funcţie continuă pe D , atunci există 33 ⌫· →D:F ⊂
r

( )( )DI ⊂Γ
şi sunt egale următoarele integrale 

 

( ) ( ) ( )

{ ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )}dtthth,tg,tfR

tgth,tg,tfQtfth,tg,tfP

dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP

b

a

′+

+′+′=

=++

∫

∫
Γ

      (4.12) 

 

 
(4.12) ne arată că o integrală curbilinie de al doilea tip se calculează cu 
ajutorul unei integrale Riemann simple. 
 
Demonstraţie: 
Deoarece curba Γ  a fost presupusă netedă, înseamnă că funcţiile  
au derivată continuă pe . Putem folosi formula de reducere a unei 
integrale Stieltjes la o integrală Riemann şi obţinem: 

h,g,f
[ ]b,a

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′=
Γ

b

a

dttfth,tg,tfPdxz,y,xP

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′=
Γ

b

a

dttgth,tg,tfQdyz,y,xQ

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′=
Γ

b

a

dtthth,tg,tfRdzz,y,xR

 

 

 

(4.13) 
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Prin adunare, obţinem (4.12). 
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se calculeze: 

( )∫
Γ

+++−= dzzyxxdyydxI 222

⎪
⎩

⎨
+=

+=Γ
1tz

tcostsinty:

 (4.14)

unde curba Γ  este definită de reprezentarea parametrică: 

⎪
⎧ +−= tsintcostx

[ ]   ∈ π,0t  (4.15)

 
În cazul de faţă avem: 
( ) tcosttf +−= tsin ⇒    ( ) tsin ttf =′  

 349

( ) tsinttg += t ⇒cos     ( ) tcos ttg =′  
( ) 1tt +=h      ⇒ ( ) 1th =′  

 
Aplicând (4.12) obţinem: 

( ) ( ) (

( ) ( ) ( )∫

∫
π

π

+π+π=++=++++

−++−−+=

0

23222

0

dt2t2t3dt]1ttcostsint

tcosttcosttsintcosttsinttcostsint[I )

π

++ 2

2

tsin

 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

9.5. Formula lui Green  
 
 
Vom studia legătura dintre integrala dublă şi integrala curbilinie de al 
doilea tip. La început, vom trata această problemă pentru domenii simple 
faţă de ambele axe de coordonate, iar apoi pentru domenii care se pot 
descompune într-un număr finit de astfel de domenii simple. 
 

2Fie D ·⊂
( )

, un domeniu simplu faţă de axa OY (figura 8) definit de: 
[ ] [ ( ) ( )]x,xy,b,axy,x{D 2 ψϕ∈∈∈= ·

[ ]( )b,aC, 0∈ψϕ ( )
, 

, [ ]b,a } 
(5.1)

( )xx ≤ ψϕ  pe 
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- Figura 8 - 

 
DPentru frontiera acestui domeniu folosim notaţia, ∂  şi observăm că este 

formată din imaginile a patru curbe: 
∂D= A�B ∪ B��B����1 ∪ B1�A1 ∪ A��1�A� (5.2) 

 
Pe frontiera  luăm ca sens pozitivD∂  de parcurgere, sensul trigonometric 
(sensul dat pe  de un observator care prin deplasare pe această 
curbă, lasă domeniul D  în stânga, (figura 8). 

D∂

 
 

Lemă: 
2D Dacă ·⊂  este un domeniu simplu faţă de axa OY dat de 

(5.1) iar P  este o funcţie continuă şi derivabilă pe D  cu 

 350

·→D:
y
P
∂
∂  

continuă pe D , atunci: 
 ( ) ( )∫∫ ∫

+∂

−=
∂

∂

D D

dxy,xPdxdyy,x
y
P         (5.3) 

 

 
Demonstraţie: 
*) Calculăm: 

( )
( )

( )

( )( ) ( )( )[ ]∫∫∫ ∫∫ ϕ−ψ=
∂

∂=
∂

∂
ψ

ϕ

b

aD

x

x

b

a

dxx,xPx,xPdy
y
Pdxdxdyy,x

y
P  (5.4) 

 
**) Calculăm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫+
+∂

AAABBBAB
D

1111

dxy,xP
� �

D∂

∈

∫∫∫∫ ++= dxy,xPdxy,xPdxy,xPdxy,xP  

ţinând seama de reprezentările parametrice ale celor patru curbe ce 
formează . 

( )⎩
⎨
⎧

ϕ=
=

ty
tx

    :AB
�

  t ; [ ]b,a
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
bx

:1 ( ) ( )[ ]b,bt ψϕ∈ ; BB  
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( )⎩
⎨
⎧

ψ=
=

ty
tx

:AB 11

�
  [ ]a,b∈t ; 

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
ax

:A ( ) ( )[ ]a,at ϕψ∈  A1  

 
Obţinem: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∫∫∫∫ ψ−ϕ+ψ+ϕ=
+∂

b

a

a

b

b

aD

dtt,tPt,tPdtt,tPdtt,tPdxy,xP  (5.5)

 
Din (5.4) şi (5.5) deducem: 

( ) ( )∫∫∫∫
+∂

−=
∂

∂

DD

dxdyy,x
y
P dxy,xP

2

 

 
Fie D ·⊂  un domeniu simplu faţă de OX (figura 9) definit de: 

)]y(v),y(u[x],d,c[y)y,x{(D 2 ∈∈∈= ·

])b,a([Cv,u 0∈ )y(v)y(u, ≤  pe [ } ]d,c
(5.6)

 
- Figura 9 - 

∂D= E��F� ∪ F�F1 ∪ F�1����E�1 ∪ E�1E  (5.7)
 

 351

 

Lema 2: 
Dacă  este un domeniu simplu faţă de axa OX dat de (5.6) iar D

··⊂D:Q →2  este o funcţie continuă şi derivabilă pe  cu D
x
Q
∂
∂

 

continuă pe D , atunci: 

 ( ) ( )∫
+∂

=
∂

∂

D

dyy,xQdxdyy,x
x
Q∫∫

D

         (5.8) 

 

Demonstraţia este asemănătoare cu cea precedetă. 
 
 

Teoremă: 
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Dacă  ·2D ⊂  este un domeniu simplu faţă de ambele axe de 
coordonate, iar P  şi ·→D:Q  sunt funcţii continue şi derivabile pe D  

cu 
y
P
∂
∂

 şi 
x
Q
∂
∂

 continue pe D , atunci: 

 ( ) ( )

 352

∫∫∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂−
∂

∂=+
+∂ DD

dxdy
y
P

x
Qdyy,xQdxy,xP        (5.9) 

 

 
(5.9) este Formula lui Green pentru domenii simple. Aceasta se obţine 
prin adunarea relaţiilor (5.3) şi (5.8). 
 

2Să considerăm acum un domeniu compact D ·⊂

n21 D...DDD ∪∪∪= Φ=∩
o

j

o

i DD j

 care se poate scrie 
sub forma: 

≠  (5.10) ,  pentru i
 
unde  sunt domenii compacte, simple faţă de ambele axe de 
coordonate. 

n1 D...D

 
Fie de exemplu,  (figura 10). 32 DD ∪1DD ∪=

 
- Figura 10 - 

 
Conform formulei (5.9) putem scrie: 

( ) ( )

∫

∫∫∫

+

+

∂

∂

=

=+
⎜
⎜

⎝

⎛
−

∂

∂

D

DD

y,xP

dyy,xQdxy,xP
x
Q

k

( ) ( )

∑∑∫∫
==

+

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂−
∂

∂=
⎟
⎟

⎠

⎞

∂

∂ 3

1k

3

1k D

dyy,xQdx

dxdy
y
P

x
Qdxdy

y
P

k  

deoarece pe segmentele AB  şi BC  apar integralele 
( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +−=+

BAAB

dxy,xPdyy,xQdxy,x dyy,xQP  
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( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +−=+

CBBC

dxy,xPdyy,xQdxy,x dyy,xQP  

 
Prin urmare, formula lui Green (5.9) rămâne valabilă şi în cazul în care 

2Ddomeniul compact ·⊂  se descompune într-un număr finit de domenii 
simple faţă de ambele axe de coordonate. 
 
Exemplu: ------------ -------------------------------------------------------------- 
 

---------

ă se calculeze: 

4y2 =+  

S
( )∫ +− dyxyydxx 22  (5.10)

Γ

 
 este cercul x2unde Γ

 
În cazul de faţă ( ),xP i yx2−=  şy ( ) 2xyy, = . xQ

 
- Figura 11 - 

 
Conform (5.9) obţinem: 

( ) ( )dxdyy2+  xdyxyydx
D

222 ∫∫=+

 integrală dublă se poate calcula folo

x∫ −=I
Γ

 
Această sind coordonatele polare: 

 353

θ= sinry
θcosr

  
=x

:D
[ ]∈ 2,0r

 (5.11)[ ]π∈θ 2,0

πθ ==θ=
π

π

∫∫ 8
4
rdrrdI

2

0

4
2

0

2

0

3
2

0

 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
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9.6. Integrala curbilinie independentă de drum  

 
na dintre problemele importante puse de fizică este aceea a 
dependenţei lucrului mecanic faţă de drum, adică valoarea lucrului 

grală curbilinie de al doilea 
p să nu depindă de drum ne sunt date de următoarea: 

 

U
in
mecanic să nu depindă de curba pe a cărei imagine se deplasează 
punctul material, ci numai de capetele acesteia. În acest sens, un 
exemplu ne este oferit de forţă gravitaţională. 
 
Condiţii necesare şi suficiente pentru ca o inte
ti
 
 

Teoremă: 
Dacă  ·3⊂  este un domeniu simplu co 3: ⌫→D nex, iar F D

r
, F
r

 este 
continu R,Q,PF = [ ]

r
, atunci următoarele afir ţ D , ă pe ma ii sunt 

echivalente: 
 

1) Există o funcţie ·· →3  diferenţiabilă astfel ca  ⊂D:V
        ( ) ( ) ( ) ( )dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xPz,y,xdV = + +       (6.1) 
 
 porţiuni, 2) Dacă Γ  este o curbă inchisă, netedă, sau netedă pe 
cu DI Γ , ( ) ⊂
 0rF =

rr
d∫

Γ

           (6.2) 

 
( ) DI 2 ⊂( ) D1 ⊂I Γ  şi Γ 3) Pentru orice două curbe cu  care au 

capetele în punctele 0M  şi DM∈ . 

 ∫∫
++

= rdFrdF
rrrr

ΓΓ 21

          (6.3) 

 

 
emonstraţieD : 
) ⇒  3) 

 p le fixate, dar arbitrar alese, M0(x0,y0,z0)∈D şi M(x,y,z)∈D 

1
 
Fie uncte
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- Figura 12 - 

 
Fie  o curbă simplă, netedă cu capetele în M  şi  dată de 
reprezentarea: 

1Γ 0 M

]t,t[ 0∈

( ) DI 1 ⊂Γ

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

τ=
τ=
τ=

hz
gy
fx

Γ :1   τ  (6.4)

 
. Dacă ţinem seama de condiţia (6.1) şi de formula de calcul a 

integralei curbilinii de al doilea tip, avem: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )t

t

t

t

t

t

VMVh,g,fVdV

d
d
dh

z
V

d
dg

y
V

d
df

x
V

,x
z
Vdyz,y,x

y
Vdxz,y,x

x
V

,xRdyz,y,xQdxz,y,xPrdF

0
0

0

1

11

−=τττ=τ
τ∂

∂
=

=τ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ∂

∂
+

τ∂
∂

+
τ∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

++=

∫

∫

∫

∫∫

+

++

Γ

ΓΓ

rr

( )0M

dzz,y

dzz,y

=

=

∫
+Γ1

rdF
rr

0 1

 (6.5)

 
Din rezultatul (6.5) constatăm că valoarea integralei  depinde 

numai de punctele M  şi M , capetele curbei Γ . 
 

( ) D2 ⊂IAstfel, pentru orice altă curbă 2Γ  cu Γ  şi capetele în M  şi  
obţinem: 

0 M

( ) ( )0MV−MVrdF
2

=∫
+Γ

rr
 

 

 355
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3) ⇒  1) 

 356

) Dz, 00 ∈
 
Fie  punct fixat, ( y,xM 00 ( ) Dz,y,xM ∈  un punct curent şi o 
curbă cu capetele în  şi M , 0M MMO

Γ , cu ( ) DMMO
⊂I Γ . 

 
Fie , 3D ⌫→ F∈:F

v [ ]R,Q,P
r

 funcţia vectorială pentru care valoarea 
integralei curbilinii pe orice curbă MMO

Γ  depinde numai de alegerea 

punctului M . 
 
Notăm: 

) ∫
+Γ

=
MOM

rdF
rr

 (6.6) ( ) (= z,y,xVMV

 
Este suficient să arătăm că pe mulţimea D ,  

( )z,y,xVgrad ( )z,y,xF
r

=
→

 (6.7) 

 
- Figura 13 - 

 
Fie punctul  şi avem: ( hxM +′ ) Dz,y, ∈

∫
++ Γ∪Γ 'MMMOM

rdF
r

( ) =+ z,y,hxV
r

 (6.8) 

 
Calculăm: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ∫∫

∫∫∫
+

Γ

ΓΓΓ∪Γ

=++=

=−=−+

+

++++

hx

x

Pdzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP

rdFrdFz,y,xVz,y,hxV

'MM

MMMOM'MMMOM

( )

=

dtz,y,t

rdF
'

rrrrrr

 (6.9) 

 
deoarece pentru avem reprezentarea: +Γ 'MM
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z
[ ]hx,x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

z
y

tx

)const(  
)const(  y t  +∈  

 
Cum P este funcţie continuă pe D, putem aplica o teoremă de medie 
pentru integrala Riemann obţinută. Deci există ( )1,0∈θ  astfel ca: 

( ) ( ) ( )z,y,hxPhz,y,xVz,y,hxV θ+⋅=−+  (6.10)
 
Folosim din nou continuitatea lui P  şi pentru orice ( ) Dz,y, ∈x  calculăm: 

( ) ( ) ( )z,y,hxPlim
h

z,y,xVz,y,hxVlim
0h0h

=θ+=
−+

→→
( )z,y,xP  (6.11)

 

Prin urmare, ( )z,y,x
x
V

=
∂
∂ ( )z,y,xP  pentru orice ( ) Dz,y,x ∈ . 

 
Cu ajutorul unui calcul asemănător, se arată că: 

Q
y
V
=

∂
∂

 şi R
z
V
=

∂
∂

 pentru orice ( ) Dz,y,x ∈ . 

 
 
2) ⇒  3) 
 
Fie  şi  două curbe netede având capetele în punctele  şi  
care au imaginile în D. (figura 12). 

1Γ 2Γ DM∈

21 Γ∪Γ=

0rdF
1

=∫
−

0M

 
Notăm  curba închisă. Dacă presupunem 2) adevărată, atunci  Γ

rdFrdF
2

+= ∫∫
++ ΓΓΓ

r

∫
+Γ

=
2

rdF

⇒

rr

rrrr

rr r
, de unde deducem  

∫
+Γ1

rdF  

 
 
3)  2) rezultă imediat urmând un raţionament asemănător 
precedentului. 
 
Deci problema studiului îndependenţei faţă de drum a unei întegrale 
curbilinii de al doilea tip revine la a recunoaşte dacă expresia de sub 
integrală este o diferenţială exactă. 
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Teoremă: 
Dacă funcţiile · →⊂D:R,Q,P D·3 ,  domeniu simplu conex, au 
derivatele parţiale de ordinul întâi continue pe D , atunci expresia: 
 ( ) ( ) ( )dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP ++      (6.12) 
 
este o diferenţială totală exactă, dacă şi numai dacă pentru orice 
( ) Dz,y, ∈x  au loc egalităţile: 

 
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ , 

y
R

z
Q

∂
∂

=
∂

 358

∂ , 
z
P

x
R

∂
∂

=
∂
∂       (6.13) 

 

 
Demonstraţie: 
 
“⇒ ” Presupunem că (6.12) este o diferenţială exactă, deci existtă o 
funcţie ·→D:V  astfel că: 

( ) ( ) ( ) ( )dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xPz,y,xdV ++=  (6.14) 
 
pentru orice . ( ) Dz,y, ∈

( ) Dz,y,

x
 
Rezultă, că pentru orice x ∈  au loc relaţiile  

P
x
V =
∂

∂ ; Q
y
V =
∂

∂ ; R
z
V =
∂

∂

V

 (6.15) 

 
Deoarece am presupus că P, Q, R au derivate parţiale de ordinul întâi 
continue pe D , rezultă că toate derivatele parţiale de ordinul doi ale 
funcţiei  sunt continue pe D . Dacă ne referim numai la derivatele 
mixte, putem scrie: 

y
P

x
V

∂
∂

=
∂y

2

∂
∂

;  
x
Q

yx
V2

∂
∂

=
∂∂

∂
 

z
Q

y
V

∂
∂

=
z

2

∂∂
∂

;  
y
R

zy
V2

∂
∂

=
∂∂

∂
 

z
R

z
V

∂
∂

=
∂

 

(6.16) 

x

2

∂
∂

;  
x
P

xz
V2

∂
∂

=
∂∂

∂

 
Conform criteriului lui Schwarz referitor la egalitatea derivatelor mixte, 
deducem (6.13) 

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

;  
y
R

z
Q

∂
∂

=
∂
∂

;  
z
P

x
R

∂
∂

=
∂
∂
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⇐“ ” Presupunem că au loc egalitaţile (6.13) şi să arătăm că există o 
funcţie ·→D:

RdzQdy +

) Dz, 00 ∈

V  astfel că 
PdxdV +=  

 
Fie  punct fixat şi ( y,xM 00 ( ) Dz,y,xM ∈  un punct curent. 
 
Fie funcţia ·→D:

( )dtt,y,xR

V  definită astfel 

( ) ( ) ( )dtz,t,xQdtz,y,tPz,y,xV
z

z

y

y
0

x

x
00

000

∫∫∫ ++=  (6.14)

 

şi arătăm că ( )z,y,x
x
V =
∂

∂ ( )z,y,xP . 

 
Conform formulei de derivare a unei integrale cu parametru, avem: 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )z,y,xPz,y,xPz,y,xPz,y,xPz,y,xP

dtt,y,x
z
Pdtz,t,x

y
Pz,y,xP

dtt,y,x
x
Rdtz,t,x

x
Qz,y,xP

x
V

000000

z

z

y

y
000

13.6

z

z

y

y
000

00

00

=−+−+=

=
∂

∂+
∂

∂+=

=
∂

∂+
∂

∂+=
∂

∂

∫∫

∫∫

( )z,y,xP

 

 

Analog, se arată că Q
y
V =
∂

∂  şi R
z
V =
∂

∂ . 

 
Deducem de aici, că funcţia  a cărei diferenţială este cunoscută, se 
poate determina cu ajutorul unei integrale curbilinii de al doilea tip 
calculată pe un drum format din segmente paralele cu axele de 
coordonate. 

V

 
Exemple: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Să se calculeze: 

( ) ⎥
⎦

⎤
+ dyy2

2

∫
Γ

⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= xdx

3

yyxxy2eI 2
3

2x  

 
pe o curbă  din Γ ·  a cărei imagine are capetele în punctele  şi 

 
( )1,1A

( )4B .,3
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Verificăm mai întâi că expresia de sub integrală este o diferenţială exactă: 

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

⎜⎜
⎝

⎛
+=

22x

x

yxey,xQ

xxy2ey,xP

( )
⎟⎟
⎠

⎞
+

3
2

3

yy
 

( )

( )+

+

2

2

y

y

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂

∂

=
∂

∂

x

x

x2e
x
Q

x2e
y
P

+

+

2

2

x

x

  

 360

x
Q

y
P

∂
=

∂
∂ ∂

 

 

 
- Figura 14 - 

 
Alegem CBAC∪=Γ  (figura 14). Reprezentările parametrice ale celor 
două segmente sunt: 

⎩
⎨
⎧

=
=

1y
tx

:AC    [ 3,1t∈ ]
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
3x

:CB  [ ]4,1t∈  

( )

( )

( )dtt9edt
3
1tt2e

yxdx
3
yyxxy2e

yxdx
3
yyxxy2eI

4

1

23
3

1

2t

CB

22
3

2x

AC

2
3

2x

=++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

⎢
⎣

⎡
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

⎢
⎣

⎡
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

∫∫

∫

∫

ee57

dy

dy

3

2

−

=⎥
⎦

⎤

+⎥
⎦

⎤

( )

 

 
 
2) Să se calculeze: 

∫
Γ +

+
=

2 yx
xdxI

+

+
2

322 z
zdzydy

Γ 3

 

 
unde  este o curbă din ·  a cărei imagine are capetele în punctele 

 şi B . ( )2,2,1−A ,0( )4,3
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( )
( )

( )
( )

( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

+
=

2

2

2

yx
z,y,xR

yx
z,y,xQ

yx
z,y,xP

+

+

+

2
3

2
3

2
3

22

22

22

z
z

z

y
z

x

 

 
şi constatăm că 

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
−=

∂
∂

=
∂
∂

+
−=

∂
∂

=
∂
∂

+
−=

∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

yx

3
z
P

x
R

yxy
R

z
Q

yxx
Q

y
P

+

+

+

2
5

2
5

2
5

22

22

22

z

xz
z

yz3
z

xy3

 

 

 
- Figura 15 - 

 

Alegem curba Γ  formată din segmentele  (figura 15). 
______
DBCD∪

___
AC∪=Γ

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

2z
2y

tx
:AC  , [ ]0,1t ∈

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

2z
ty
0x

:CD  [ ]3,2t −∈ , 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tz
3y
0x

:DB   [ ]4,2t ∈
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( ) ( ) ( )

15
2

9t
1

4t
1

8t
1

t4t
tdt

8t
tdt.........I

4

2
2

3

2
2

1

0
2

4

2

3

2
2

1

0
2

DBCDAC

2
3

2
3

=
+

−
+

−
+

−=

+
+

+
+

=++=

−

−
∫∫∫∫∫∫

9
tdt

2 2
3
=

+
 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

9.7. Exerciţii rezolvate  
 
 
1) Să se calculeze lungimea astroidei de ecuaţie 3

2
3

2x + 0a >3
2 ay = , . 

 

 
 
Deoarece astroida este o curbă simetrică faţă de axele de coordonate, 
lungimea ei se poate calcula folosind numai porţiunea din primul cadran 

∫
Γ

=
1

dl4dl∫
Γ

=L  

 
Deoarece avem ecuaţia astroidei, putem folosi o reprezentare 
parametrică luând ca parametru coordonata x 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
Γ

2
3

3
2

3
2 xay

xx
: , [ ]a,0x∈  (7.1) 

 
Atunci 

( ) a6dx3

1

==−+== ∫∫∫ −

Γ

xa4dxxax1dl4L
a

0

a

0

1
3

2
3

2
3

2
3

2−  

 
 
2) Să se calculeze masa unui fir material de densitate 
( ) zyx ++ 3z,y,x =ρ  care ocupă în ·  imaginea unei curbe Γ  definită 

astfel 
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1Γ= ≥
≥

0z,y
0y,x

2Γ∪
⎩
⎨
⎧

=+Γ

=+Γ

;2zy:
;4yx:

2

22
1Γ  unde  

 
 
Masa o calculăm conform formulei: 

( ) ( ) ∫∫
ΓΓ

++++=+
21

yxdlzyxdlz

θ
θ

sin
cos

( )+ dlz

1Γ 4y2 =+

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
0z
2y
2x

:1

∫
Γ

+= yxM  

 
Pentru  care este un sfert al cercului  situat în primul 
cadran, putem folosi o reprezentare parametrică apelând la coordonatele 
polare: 

x2

⎥
⎤

⎢
⎡ π

∈θ ,0,   (7.2)
⎦⎣ 2

 
(Pentru  care este un segment situat, în planul 2Γ )YOZ

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=
Γ

zz
z2y

0x
:2

, anume pe 
dreapta , putem da o reprezentare alegând ca parametru 
variabila . 

2zy =+
z

[ ]2,0z∈  (7.3),  

 
Atunci 

( ) ( )224248dz22dcos4sin42M
2

0

2

0

22 +=+=+θθ+θθ= ∫∫

π

sincos +θ  
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( )
3) Să se calculeze coordonatele centrului de greutate ale unui fir material 
de densitate yy, = 2xρ , care este imaginea în ·  a curbei Γ  dată de 
reprezentarea parametrică 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

Γ
tcos1ay

tsintax
: [ ]π,  ∈ 2,0t 0>

( )

, a  (7.4) 

 
Coordonatele centrului de greutate le calculăm conform formulelor 

( )

∫
Γ

Γ

ρ
=

dly,x

x
xg

( )

( )

∫ ρx dly,
,  

∫
Γ

Γ

ρ
=

dly,x

dly,
yg

∫ ρ xy
 (7.5) 

 
Calculăm separat cele trei integrale care intervin în (7.5). 

( )( ) a2a2
2

0

2
2

0

π==⋅−== ∫∫∫
ππ

Γ

dt
2
tsinaa2dt

2
tsina2tcos1adlydly,xρ∫

Γ

 

 

( ) ( ) ( )

( ) a2

dt
2
tsin =

a2dt
2
tsintsinta2a2

a2tcos1atsin1adlyxdly,xx

22
2

0

22

2

0

π=−=

⋅−−==ρ

∫

∫∫∫
π

π

ΓΓ  

 

( ) ( )

a2a12dt
2
tsina2  

a2tcos1adlyydly,xy

2
2

0

4

2

0

2
5

2
3

2
3

π==

⋅−==ρ

∫

∫∫∫
π

π

ΓΓ

dt
2
tsin =

a a6yg =

( ) 2xy,x = 2

 

Rezultă , . xg π=

 
 
4) Să se determine momentul de inerţie faţă de axa OX a unui fir material 
de densitate ρ  care ocupă în ·  imaginea curbei Γ  definită de 
relaţiile 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
Γ

tsinay

tcosax
:

3

3

[ ]π∈ 2,0t , 0>,   a  (7.6) 
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)

( )

( ) (

70
a3dttcostsintcostsina3

tsina3tsintcosa3tcostsina

dlyxdly,xyI

52

0

665

2

0

222664

222
X0

==

+=

==ρ=

∫

∫

∫∫

π

π

ΓΓ

dttcos 2
=  

 
 
5) Să se calculeze: 

( ) ( ) ( )− dzxy

3

∫
Γ

+−+−= dyzxdxyzI  

 
unde imaginea în ·  a curbei Γ  este conturul triunghiului ale cărui 
vârfuri sunt punctele ( )0A ,0,a , ( )0,b,0B  şi ( )c,0,0C ,  0c,b,a >
 

 
 
Deoarece CABC∪AB∪=Γ , integrala o calculăm: 

∫∫ +

CABC

......∫∫ +=
Γ

AB

......  

 
Căutăm reprezentări parametrice pentru cele trei segmente folosind 
ecuaţiile dreptelor corespunzătoare. 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

=

z

y

x

:AB +−

0

bt
a
b

t

,  ; [ ]0,at∈

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=
=

z

y
x

:BC

+− ct
b
c

t
0

,  [ ]0,bt∈  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

=

z
y

x

:CA [ ]0,ct∈

+−

t
0

at
c
a

,  ;  

acbc ++

+ dzxdy 2

( )ΓI 22 az =+
−

abdtt
c
aat

c
adtt

b
cct

b
cdtt

a
bbt

a
bI

0

c

0

b

0

a

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∫∫∫  

 
 
6) Să se calculeze 

∫
Γ

+= zdxyI 22  

 
unde  se află pe sfera  la intersecţia cu cilindrul 

 cu . 

22 yx +
0z ≥0ax =y22 +x

 
 
Putem obţine o reprezentaare parametrică a curbei Γ  dacă folosim 
coordonatele cilindrice ale unui punct ( ) ( )z,y,xM

θ
θ

z
sinr
cosr

∈I Γ  definite prin: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

z
y
x

 (7.7) 
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Γ
Împunând condiţia ca (7.7) să verifice ecuaţia sferei şi a cilindrului, 
obţinem pentru  reprezentarea parametrică 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ=

θθ=
θ=

Γ

sinaz
cossinay

cosax
:

2

,  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
−∈θ

2
,

2
 (7.8)

 
Atunci: 

( ) ( )

−θθ2 dcosθ+θθθ−=θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

θ

θ
θ+

+θ−θθ+θθ−θθ=

∫∫

∫

π

π−

π

π−

π

π−

2

2

23
2

2

33342

2222222
2

2

sinadcossina2d]cos
sin

sin
acosa

sinacosasinasincosa2cossina[I

4
ad

sin

sin
cosadsina

32

2

43
2

2

43 π−=θ
θ

θ
θ+θθ− ∫∫

π

π−

π

π−

 

 
 
7) Să se calculeze 

( ) ( ) ( )− dzyx

( )ΓI 22 ay =+

∫
Γ

+−+−= dyxzdxzyI  

unde  este situată la intersecţia cilindrului  cu planul 

paralel cu axa OY, 

2x

1
h
z

a
x

=+ , ∈·h  

 

 
 
Ca şi în exemplul precedent, folosirea coordonatelor cilindrice, ne 
conduce la următoarea reprezentare parametrică: 
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( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

θ−=
θ=
θ=

Γ
cos1hz

sinay
cosax

: [ ],  π∈ 2,0  

( ) +θcosa

)ha(a +π

θ (7.9) 

 
Atunci: 

( )( )( ) ( )( )

( )

−θ+θθ−θ+θ−=

=θθθ−θ+

θ−θ−+θ−

∫
π

cosahcossinahsinahsina[

d)]sinh(sinacosa

cosacos1hsina

22
2

0

0

θ−− cos1hθ= ∫
π

sina[I
2

 

2d]cossinahcosahsinahaha[

d]sinahcossinahcosacosah

2
2

0

2222

−=θθθ+θ+θ+−−=

=θθ−θθ+θ−θ−

∫
π  

 
 
8) Să se calculeze: 

∫
Γ

++++= xdyxzdxzyI 2222 + dzy22

Γ 3

 

 
unde  este segmentul din ·  a cărui imagine are capetele în punctele 

 şi B . ( )1,1,1 −−A − 2( )2,2,
 
Pe segmentul AB zyx =, evident avem = , deci putem folosi 
reprezentarea 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
tz
ty
tx

: [ ]2,1t −∈,   (7.10) 

 
Atunci: 

2
2152

0

0

1

2

1

=+−== ∫∫∫
−−

I tdt23tdt23dtt23  

 
 
9) Să se calculeze 

( )∫
Γ +

++
= 2

222

yzx2
zdyx2dxzyI

2ydzx2

 

 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

 369

nde Γ  este o curbă a cărei imagine are capetele în punctele ( )1,1,1A  şi 
2

u
( ),2,2B  şi nu traversează suprafaţa de ecuaţie 0yzx2 =+ . 

 
e constată că expresia de sub integrală este o diferenţială exactă şi S

atunci putem calcula integrala pe segmentul AB . Reprezentarea 
parametrică pentru Γ  este: 

⎧ = tx

⎪
⎩

⎪
⎨

=
=

tz
ty:Γ ,  [ ]2 ,1t∈  

 
unctele acestui segment nu aparţ 0yzin suprafeţei x2 + =P  căci ar trebui 

ca 0tt2 2 =+  deci 0t =  şi 2t −= . 
 
Integrala devine: 

( ) 3
dt

2t
I

1
2 =

+
= ∫  

 

2t4t2 2 +
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CAPITOLUL X 
 
 

INTEGRALA DE SUPRAFAŢĂ 
 
 
 

10.1. Pânze şi suprafeţe în ∇n  
 
 

3Expunerea o facem pentru · , extinderea la un spaţiu cu un număr 
oarecare de dimensiuni putându-se face cu multă uşurinţă. 
 
Noţiunea de suprafaţă este un analog bidimensional al noţiunii de curbă. 
Este, deci, natural ca teoria noţiunilor de suprafaţă şi de arie a suprafeţei 
să urmeze pas cu pas teoria noţiunilor de curbă şi de lungime a unei 
curbe.. 
 

2Fie D ·⊂  un domeniu compact.. 
 
 

Definiţie: 
 Numim pânză în ∇3 orice aplicaţie continuă , 32 ·· →D:s ⊂

( )h,g,f=s  
 

 
( ) Dv,uAceastă aplicaţie duce un punct ∈  în punctul 

 (figura 1). ( ) ( ) uh,v,ug,v,uf ( )( ) 3v, ·∈
 
Mulţimea: 

 371

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Dv,u ∈;v,uhz,v,ugy,v,ufxz,y,xsI 3 ===∈= ·  
 
se numeşte imaginea pânzei. 
 
Vom spune că relaţiile: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

v,uhz
v,ugy
v,ufx

:s ( ) Dv,u ∈  (1.1)  

 
dau reprezentarea parametrică a pânzei. 
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- Figura 1 - 

 
( )v,u ′′ ( ) Dv,u ∈′′′′ . Dacă ( ) ( )v,us ′′′′v,usFie două puncte distincte  şi =′′ , 

atunci spunem că punctul ( ) ( )sIz,y,xM ∈ ( )v,uf ′′x determinat de = , 
,  este un ( )v,ugy ′′= ( )v,uhz ′′= punct multiplu al pânzei. 

 
 

Definiţie: 
 Pânza s este simplă dacă nu admite nici un punct multiplu. 
 

 
Pentru pânza determinată de reprezentarea parametrică (1.1), să 
considerăm următorii determinanţi funcţionali: 

( )
( )

 372

v,uD
h,gDA =

( )
( )

( )
( ); 

v,uD
f,hD

=B ; 
v,uD
g,fDA = ;  (1.2) 

 
 

Definiţie: 
 Pânza D:s ⊂  dată de (1.1) este 3·· →2 netedă, dacă 

( )DC1∈h,g,f 0+ şi dacă  pe D . C2 ≠BA 22 +
 

 
2'DFie D  şi ·⊂ s 's

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

v,uhz
v,ugy
v,ufx

:s Dv,u ∈

 două domenii cumpacte şi pânzele  şi  definite de 
următoarele relaţii parametrice: 
 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

′′θ=

′′ψ=

′ ′ϕ=
′

v,uz
v,uy
v,ux

:s         ( ) ; ( ) 'Dv,u ′ ∈′  (1.3) 
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Definiţie: 
ss ′ Spunem că cele două pânze sunt echivalente (notăm ≈ ) 

dacă există o funcţie continuă şi bijectivă 'DD: →ω ,  ( )21,ωω=ω
astfel ca  
 ( ) ( )[ ]v,us ω′ ( ) Dv,uv,us = , ∈         (1.4) 
 

 
Relaţia vectorială (1.4) este echivalentă cu relaţiile scalare: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

ωωθ=
ωωψ=

ωωϕ=

v,u,v,uv,uh
v,u,v,uv,ug
v,u,v,uv,uf

21

21

21

 (1.5)

 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Se demonstrează că: 
a) Două pânze echivalente au aceeaşi imagine 
b) Dacă două pânze sunt echivalente şi una dintre ele este simplă 
(netedă), atunci şi cealaltă este simplă (netedă). 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Definiţie: 
3 Numim suprafaţă în ·  o clasă de pânze echivalente (o 

notăm cu S) 
 

 
Ca şi în cazul curbelor, pentru reprezentarea parametrică a unei 
suprafeţe vom folosi reprezentarea unei pânze din această clasă. 
 
De asemenea, vom numi suprafaţă simplă (netedă), o clasă de pânze 
simple (netede) echivalente. 
 

2Fie, în continuare, domeniul compact D ·⊂  a cărui frontieră, γ , este o 
curbă simplă, închisă, netedă, sau netedă pe porţiuni. Este cunoscut 
faptul că un astfel de domeniu din 2·  este un  domeniu care are arie. 
 
Presupunem că  are reprezentarea parametrică: γ

[ ]b,at∈

S 3

( )
( )⎩

⎨
⎧

ψ=
ϕ=

ty
tx

γ : ,  (1.6)

Fie  o suprafaţă simplă, netedă din ·  dată de reprezentarea: 

 373
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( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

y,xfz
yy
xx

:S Dy,x ∈, ( )  (1.7) 

 
Curba  din Γ 3·  definită de 

( )
( )ψ=

ϕ=
t
t

( ) ( )[ ]ψϕ t,t⎪
⎩ = fz

⎪
⎨

⎧
Γ y

x
: , t  [ ]b,a∈ (1.8) 

 
o numim bordura lui S şi o notăm bS . 
 
Se constată imediat că  este o curbă netedă sau netedă pe porţiuni şi 
că proiecţia în planul XOY a mulţimii 

Γ
( )ΓI  este ( )γI  (figura2) 

 

 
 

- Figura 2 - - Figura 3 - 
 
Fie o diviziune  a domeniului compact D : (D'∈Δ

( )n21 D,...,D,D=Δ

kD

)
 (1.9) 

 

( )n,1k =unde   sunt domenii compacte cu proprietatea că ; 

 pentru . 

DD
1

k =
=

ji ≠

( ) kk Dy, ∈

n

k
U

Φ=∩ j

o

i

o
DD

 
( )( ) ( )Fie punctele  arbitrar alese şi kx SIy,xf,y,xM kkkkk ∈ . 
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k kPrin punctul M  ducem planul tangent π  la suprafaţa  şi considerăm 
cilindrul care are drept curbă directoare frontiera lui  şi generatoarea 
paralelă cu axa OZ. Acest cilindru determină pe planul tangent  un 
domeniu  (figura 3) cu prporietatea că D

S

kD
kπ

kT k)XOY T(prk = . 
 
Dacă notăm: 

( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=π=γ

→
OZ,nXOY, kkk

kkk cosariaTariaD

 (1.10)

 

unde  este normala la suprafaţa S în punctul Mk, atunci putem spune 
că: 

→

kn

⋅= γ  (1.11)
 

( )D'∈Putem afirma că folosind diviziunea Δ  am determinat o suprafaţă 
poliedrală: 
 

U
n

1k
kT

=
Δ =Ω

∑
=

Δ =Ω
n

1k
kariaTaria

 (1.12)

 
a cărei arie este 

 (1.13)

 
Să considerăm un şir de diviziuni ( ) Nnn ∈Δ , ( )D'n ∈Δ  cu 0n =Δ

∞
lim
n→

. În 

felul acesta, formăm şirul de numere pozitive ( )
Nnn

aria
∈ΔΩ . 

 
 
Definiţie: 
 Spunem că suprafaţa S are arie dacă şirul ( )

Nnn ∈ΔΩaria  este 
mărginit superior. Limita superioară a acestui şir se numeşte aria 
suprafeţei S. 
 
 ( )

n
arialimariaS

n Δ∞→
Ω=         (1.14) 
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Suprafaţa S  are arie dacă toate pânzele din care este ea formată au arie. 
Valoarea comună a ariilor acestor pânze, este aria suprafeţei (ca şi în 
cazul drumurilor, se demonstrează că două pânze echivalente au aceeaşi 
arie). 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 

Teoremă: 
3 Dacă S  este o suprafaţă în ·  netedă, dată de reprezentarea: 

     (x,y)∈D    
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

y,xfz
yy
xx

:S

unde 2D ·⊂  este un domeniu compact cu frontiera netedă sau netedă 
pe porţiuni, atunci suprafaţa S  are arie şi 
 

 376

∫∫ ++=
D

22 dxdyqp1ariaS        (1.15) 

unde 
x
f

∂

∂=p  şi 
y
f

∂

∂=q  

 

 
Demonstraţie: 
 

( )( )Fie un punct ( )SIy,xf,y,xM ∈  şi r
r

 vectorul său de poziţie definit de: 

( ) ( )ky,xfjyixy,xr
rrrr

++=
S ( )

 (1.16) 
Este cunoscut faptul că normala la suprafaţa  în punctul ( )y,xf,y,xM  
este dată de: 

kjqip
q10
p01
kji

y
r

x
rn

rrr

rrr
rr

r
+−−==

∂
∂

×
∂
∂

=

( )

 (1.17) 

 
( )k,nOZ,n
rrr

==γ , atunci: Dacă 

22 qp
1
++1kn

kncos =
⋅

⋅
=γ rr

rr

 

22 qp1
1cos
++

=γ  (1.18) 
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Cum pentru diviziunea ( )D'∈Δ  considerată, am notat cu , 

putem afirma că: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →

OZ,nk=γk

2
k

2
k

k
qp1

1cos
++

=γ  (1.19)

 

unde ( )kk y,xk x
fp

∂
∂

=  şi ( )kk y,x
y
f

kq
∂
∂

=  

 
Conform relaţiei (1.11) reţinem că: 

k2
k

2
k

k ariaT
qp1

1ariaD
++

=  (1.20)

 
şi avem  

( )( )kk

n

1k
k

2
k

2
k

n

1k
k y,x,FariaDqp1ariaTaria Δ

==
Δ σ=++==Ω ∑∑  (1.21)

 
În membrul drept al ultimei egalităţi avem o sumă Riemann a funcţiei 

( ) ( )D'22 qp1y,xF ++= ∈ relativ la diviziunea Δ  şi la punctele arbitrar 
alese . Deoarece  este continuă pe D  (compunere de 
funcţii continue), rezultă că F  este integrabilă pe D . 

( ) kk Dy, ∈kx F

 
( ) Nnn ∈Δ  cu 0n =Δ

∞
Considerând un şir de diviziuni lim

n→
, prin trecere la 

limită în (1.21) avem 
 

( )( ) ∫∫ ++=σ= Δ∞→
D

2n
k

n
kn

p1y,x,FlimariaS
n

2 dxdyq  

 
deci 
 

∫∫ +=
D

2p1ariaS + 2 dxdyq  
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Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se calculeze aria suprafeţei dată de reprezentarea parametrică: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

:
+=

=
=

22 yx
y
x

D    ( ) Dy,x ∈

 
unde ( ){ }22y ·≤

Rz =

22 xy,xD · +∈=  
 
Suprafaţă este situată pe un paraboloid şi este delimitată de planul 

. 
 

 
 
Domeniul D  este discul centrat în origine de rază R . 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

π
=+θ=

++=++=

∫∫

∫∫∫∫
π

1R41
6

rdrr41d

4x41dxdyqp1ariaS

2
32

R

0

2
2

0

D

2

D

22 =dxdyy2

( )
( )⎩

⎨
⎧

ψ=
ϕ=

v,uy
v,ux 2*Dv,u ·⊂∈

 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
În cele ce urmează, vom da o altă formă integralei (1.15) apelând la o 
transformare regulată definită prin: 

  ( )  (1.22) 

 
( )
( )

 378

unde , *)D(C, 1∈ψϕ 0
,u
,ϕ *
v

≠
ψ

D
D

 pe D . 

 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

 379

SFolosind (1.22), pentru suprafaţa  obţinem reprezentarea parametrică  
( )
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕ=
ψ=
ϕ=

,ufz
v,uy
v,ux

:S
( ) ( )[ ]ψ v,u,v

  ( ) *Dv,u ∈  (1.23)

 
Calculăm: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
ϕ∂

⋅
ϕ∂
∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅
ϕ∂
∂

=
∂
∂

v
f

v
z

u
f

u
z

∂
ψ∂

⋅
ψ∂
∂

+

∂
ψ∂

⋅
ψ∂
∂

+

v
f

u
f

 

 
sau mai putem scrie: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

v
y

y
f

v
x

x
f

v
z

u
y

y
f

u
x

x
f

u
z

 (1.24)

 
Din sistemul liniar (1.24) deducem: 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

q
y
f;p

v,uD
y,xD
v,uD
z,xD

v,uD

==
∂
∂

u
f

y,xD
v,uD
y,zD

==
∂
∂  (1.25)

 
Făcând schimbarea de variabile (1.22) în integrala (1.15) obţinem: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

∫∫

∫∫∫∫
++=

⎢
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=++=

*D

222

*D

22

D

22

dudvCBA

v,uD

x,zD

v,uD

z,yD

v,uD

y,xDdxdyqp1ariaS =
⎥
⎥
⎦

⎤
2

dudv

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

θ=
ψ=
ϕ=

v,uz
v,uy
v,ux

:S ( ) *Dv,u

 

 
Prin urmare, dacă suprafaţa netedă S  este dată de reprezentarea: 

∈  (1.29)  

 
atunci 

∫∫ +=
*D

2A + 22 dudvCBariaS  (1.30)
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unde am notat 

( )
( )
( )
( )

 380

( )
( )v,uD

,DC

v,uD
,DB

v,uD
,DA

ψϕ
=

ϕθ
=

θψ
=

 (1.31) 

 
 

10.2. Integrala de surprafaţă de primul tip  
 
 

3Să considerăm o suprafaţă din ·  netedă, dată de reprezentarea 
parametrică: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

v,uhz
v,ugy
v,ufx

:S Dv,u ∈  ( )  (2.1) 

 
2·⊂unde D  este un domeniu compact care are arie (frontiera lui este o 

curbă simplă, netedă sau netedă pe porţiuni). 
 
Fie o funcţie ( ) ·· →3⊂SI:F , funcţie continuă pe această mulţime. 
 

( )D'∈Δ , definită prin (Considerăm o diviziune )n2D1,D D,...,=Δ  cu D  

compacte astfel ca  şi D  pentru 

k

∩D= i

o
D

n

1k
k

=
U Φ=j

o
D ji ≠ . 

 
Conform relaţiilor (2.1) fiecărui domeniu compact  îi corespunde o 
porţiune S  din S . 

kD

k

 
De asemenea, fiecărui punct ( ) kk Dv,ku ∈  îi corespunde punctul 
( kk ,, ) ( )kk SI∈ζηξ  definit de relaţiile: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=ζ
=η
=ξ

kkk

kkk

kkk

v,uh
v,ug
v,uf

 (2.2) 
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( )( ) ( ) k

n

1k
kkkkkk ariaS,,F,,,F ⋅ζηξ=ζηξσ ∑

=
Δ  (2.3)

 
 

Definiţie: 
Funcţia F  este integrabilă pe suprafaţa netedă S , dacă există 

un număr ·∈I 0> cu proprietatea: pentru orice ε  există un δ  0>ε

astfel ca pentru orice diviziune ( )D'∈Δ  cu εδ<Δ  şi orice alegere 

a punctelor ( )k Dv, kku ∈  să avem: 
 

 ( )( ) ε<−ζηξσΔ I,,,F kkk          (2.4) 
 
 În acest caz, numărul I  se notează 
 
 ( )∫ ∫ σ=

S

dz,y,xFI           (2.5) 

 
şi se numeşte integrala funcţiei F  pe suprafaţa . S
 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Dacă presupunem că  este o suprafaţă materială, iar F  este funcţia 
densitate, atunci integrala (2.5) dă masa suprafeţei materiale. 

S

FDacă  ar reprezenta densitatea de repartiţie a unei sarcini electrice, 
atunci (2.5) ar da sarcina electrică totală distribuită pe suprafaţa 
materială. 
 
b) Dacă considerăm un şir de diviziuni ( ) Nnn ∈Δ , ( )Dn '∈Δ  cu 

0n =Δ
∞

F S

( )

lim
n→

, atunci integrabilitatea funcţiei  pe suprafaţa  este 

asigurată dacă există şi este finită limita: 
( )n

k
n
k

n
k ,, ζη

n
,Flim

n
ξσΔ∞→

 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
În legătură cu calculul integralei de suprafaţă de primul tip, demonstrăm 
următoarea: 
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Teoremă: 
 Dacă S este o suprafaţă netedă dată de reprezentarea (2.1) şi 
dacă pentru funcţia ( ) ·→SI:F  există integralele: 

  şi ( )∫∫ σ=
S

1 dz,y,xFI

 ( ) ( ) ( )[ ] dudvCBAv,uh,v,ug,v,ufFI
D

222
2 ∫∫ ++=  

atunci I . 21 I=
 

 
Demonstraţie: 
Egalitatea integralelor va rezulta din egalitatea sumelor Riemann 
corespunzătoare: 
 
Din (1.30) putem scrie că: 

( ) ( ) ( )∫∫ ++=
kD

222
k Cv,uBv,uAariaS dudvv,u  

 
şi pentru că integrantul este funcţie continuă, putem folosi o formulă de 
medie pentru integrala dublă, deci există ( ) kk Dv,ku ∈  astfel ca: 

( ) ( ) ( ) kkk
2

kk
2

kk
2

k ariaDv,uCv,uBv,uAariaS ⋅++=

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=ζ
=η

=ξ

kkk

kkk

kkk

v,uh
v,ug
v,uf

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 (2.6) 
 
Notăm: 

 (2.7) 

 
şi calculăm suma Riemann: 
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( )( )kkD

kkk
2

kk
2

kk
2

n

1k
kk

k

n

1k
kkkkkk

v,u,H

ariaDv,uCv,uBv,uAv,uF

ariaS,,F,,

σ=

=⋅++⋅=

=⋅ζηξ=ζηξ

∑

∑

=

=

,FσΔ

 
(2.8) 

 
unde funcţia ·→D:H

( ) ( ) ( )
 este: 

( ) ( )v,uCv,uBv,uAv,uFv,uH 222 ++⋅=  (2.9) 
 
Deoarece am presupus existenţa celor două integrale, iar egalitatea 
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( )( ) ( ( ))kkkkk v,u,H,,,F ΔΔ σ=ζηξσ

( )

 (2.10)
 
se păstrează prin trecere la limită, rezultă egalitatea celor două integrale: 

( )∫∫∫∫ ++=σ
D

222

S

dudvCBAv,uFdz,y,xF  (2.11)

 
 
Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
Dacă suprafaţă  are reprezentarea (1.7), atunci (2.11) devine: S

( ) ( ( ))∫∫∫∫ ++=σ
D

22

S

dxdyqp1y,xf,y,xFdz,y,xF  (2.12)

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
 
Aplicaţii ale integralei de suprafaţă de primul tip  
 
 
1) Calculul ariei unei suprafeţe  S

∫∫ σ=
S

dariaS  (2.13)

 
 
2) Determinarea masei unei suprafeţe materiale de densitate ρ . 

( )∫∫ σρ=
S

dz,y,xM  (2.14)

 
 
3) Determinarea coordonatelor centrului de greutate. 

( )∫∫ σρ=
S

g dz,y,xx
M
1x  

( )∫∫ σρ=
S

g dz,y,xy
M
1y  

( )∫∫ σρ=
S

g dz,y,xz
M
1z  

(2.15)
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4) Determinarea momentelor de inerţie: 

( ) ( )∫∫ σρ+=
S

22
X0 dz,y,xzyI

( )∫∫ σρ=
S

2
Y0X dz,y,xzI

( ) ( )∫∫ σρ++=
S

222
0 dz,y,xzyxI

 

 

 

(2.16) 

 
Prin analogie, se pot scrie şi expresiile momentelor de inerţie faţa de 
celelalte axe sau plane de coordonate. 
 
 

10.3. Integrala de surprafaţă de al doilea tip  
 
 

3Fie o suprafaţă din · , netedă, dată de reprezentarea parametrică: 
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

v,uhz
v,ugy
v,ufx

:S Dv,u ∈

2

  ( )  (3.1) 

 
(*D ⊂ , proiecţia în planul şi notăm cu · )XOY  a acestei suprafeţe 

(figura 4). 
 

 
- Figura 4 - 

 
Notăm  şi . Γ=bS **D Γ=∂

 384
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Definiţie: 
 Numim faţă exterioară (superioară sau pozitivă) a suprafeţei 
S ( )XOY faţă de planul , faţa pentru care vectorul normală face cu 

axa OZ un unghi 
π
2

<γ
→

e. Pentru acestă faţă, avem vectroul n  numit 

normală exterioară. 
 

 
 

Definiţie: 
 Numim faţă interioară (inferioară sau negativă) a suprafeţei S  
faţă de planul ( , faţa pentru care vectorul normală face cu axa )XOY

OZ un unghi 
2
π

>γ
→

i. Pentru acestă faţă, avem vectroul n  numit 

normală interioară. 
 

 
Pe bordura  a suprafeţei S  putem defini două sensuri de parcurgere: Γ
 
a) Sensul direct, sau sensul asociat feţei exterioare a lui S , este sensul 
ce corespunde sensului direct pe *Γ  (figura 4). 
 
b) Sensul invers, sau sensul asociat feţei interioare a lui S , este sensul 
ce corespunde sensului invers pe *Γ . 
 
Astfel, în primul caz spunem că suprafaţa S  este orientată pozitiv faţă de 
planul , iar în al doilea caz, că suprafaţa ( )XOY S este orientată negativ 
faţă de planul ( ). XOY
 

(Fie o diviziune )D'∈Δ

( )n21 D,...,D,D∈Δ U
n

1k
k DD

=

= Φ=∩ j

o

i

o
D ji

 

, , D  pentru ≠  (3.2)

 
Fiecărui compact D , prin relaţiile (3.1) îi corespunde o porţiune  
din . 

D⊂k kS
S

( )D'∈De asemenea, putem afirma că diviziunii Δ  definite îi corespunde 
o diviziune  ( )*D'∈

( )*D*,...,D*,D* n21∈Δ *D*D
n

1k
kU

=

= Φ=∩ *D* j

o

i

o
j≠

*Δ

, , D  pentru i  (3.3)

 
astfel că 

 385
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kXOYS  (3.4) 

kkk cosariaS*riaD

k pr*D =
 
i ş
a = γ  (3.5) 

entru o funcţ
 

( )P ie continuă ·→SI , şi un punct arbitrar ales, 

kk

:R
( ) ( )SI,, ∈kk ζηξ  formăm suma Riemann: 
 

( )( )kkk ,, ζη
 

 
eţinem egalitatea: 

( )( ) ( )

( )
n

1k
kkkkk

n

1k
kkkkkkk*

,cosRariaScos,,R

*ariaD,,R,,,R

ξγσ=⋅γ⋅ζηξ=

=⋅ζηξ=ζηξσ

Δ
=

=
Δ

∑

∑

R
( )( ) ( )( )kkkkkk ,,,cosR* ,,,R σ=ζηξσΔ γ ξ η ζΔ  (3.6) 

utem face observaţia că pentru un ş
 

ir de diviziuni ( ) Nnn ∈Δ , ( )Dn '∈ΔP  

cu 0lim =Δ , pentru şirul de diviziuni coresp ( ) Nnn * ∈n∞n→
unzător, Δ , 

( )* , avem D'*n ∈Δ 0*lim =Δ . nn ∞→

 
 

Definiţie: 
Funcţia R este integrabilă pe suprafaţa S în raport cu coordonatele x 
şi y, dacă există un număr ·∈I  cu proprietatea: pentru orice 0>ε  
există un 0>δε  astfel ca tru orice diviziune pen ( )*D* '=Δ  cu 
proprietatea εδ<  şi pentru orice alegere Δ * ( ) ( )kkkk SI,, ∈ζηξ  avem: 
 

( )( ) ε<−ζηξσΔ I,,,R kkk*          (3.7) 
 
 În acest caz, notăm 
 

( )∫∫=
S

dxdyz,y,xRI           (3.8) 

 
şi o numim integrala de suprafaţa a funcţiei R în raport cu x şi y. 
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Observaţie:--------------------------------------------------------------------------------- 
 

( ) Nnn * ∈Δ  cu lim
n

 387

Pentru şirul de diviziuni 0*n =Δ
∞→

, condiţia (3.7) revine la 

a spune că există şi este finită limita: 
( )( ) I, n

k
n
k =ζ

( )

,,Rlim n
k*n n
ηξσΔ∞→

 

 
În această situaţie, dacă ţinem seama de (3.6) putem spune că există şi 
limita sumei din dreapta care ne conduce la o integrală de suprafaţa de 
primul tip. 
 
Astfel, obţinem: 

( )∫∫∫∫ σγ=
SS

dcosz,y,xRdxdyz,y,xR  (3.9)

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Se mai pot obţine două rezultate asemănătoare lui (3.9) considerând, pe 
rând, suprafaţa  proiectabilă în planul (S )YOZ

( )XOZ
 şi apoi proiectabilă în 

planul , folosind funcţiile continue P şi ( ) ·→SI
( ) ( )∫∫∫∫ σα=

SS

dcosz,y,xPdydzz,y,xP

( ) ( )∫∫∫∫ σβ=
SS

dcosz,y,xQdxdzz,y,xQ

:Q . Obţinem: 

 (3.10)

 (3.11)

unde  şi ( )OX,n
r

=α ( )OY,n
r

=β . 
 
Dacă presupunem că suprafaţa netedă  se poate proiecta în cele trei 
plane de coordonate, pentru o funcţie vectorială 

S
( ) 3S ⌫→I:F

r
, 

[ ]R,Q,P=F
r

, putem defini integrala de suprafaţă de al doilea tip (integrala 
în raport cu coordonatele), notată 
 

( ) ( ) ( ) ∫∫∫∫ τ=++
SS

dFdxdyz,y,xRdxdzz,y,xQdydzz,y,xP
r r

 (3.12)

 
unde am notat [ ]dxdy,dxdz,dydzd =τ

r
 

 
Prin adunarea relaţiilor (3.9), (3.10) şi (3.11) obţinem: 
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( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( ) ] σγ+β+α

=++

∫∫

∫∫
dcosz,y,xRcosz,y,xQcosz,y,xP

dxdyz,y,xRdxdzz,y,xQdydzz,y,xP

S

S  (3.13) 

 
Această relaţie o putem scrie vectorial mai spimlu, dacă notăm 

[ ]γβα= cos,cos,cosn
r

∫∫∫∫ σ⋅=τ dnFdF

 

SS

rrrr
 (3.14) 

 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
a) Integrala de suprafaţă de al doilea tip depinde de faţa suprafeţei pe 
care se face integrarea 
 
b) Relaţia (3.14) ne precizează că o integrală de suprafaţă de al doilea tip 
se calculează cu ajutorul unei integrale de suprafaţă de primul tip. 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
În cele ce urmează, vom da formulele pentru calculul cosinusurilor 
directoare ale normalei la suprafaţă. 
 
*) Dacă suprafaţă S  este dată de reprezentarea parametrică: 

( )
( )
( )v,

v,
v

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

:s
=
=
=

uh
ug
,uf

( ) Dv,u ∈  

 
se demonstrează că: 

 388

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++±
=γ

++±
=β

++±
=α

222

222

222

CBA
Ccos

CBA
Bcos

CBA
Acos

 (3.15) 

 
Alegerea semnului se face în funcţie de faţa suprafeţei pe care se face 
integrarea, iar A, B, C sunt determinanţii funcţionali pe care i-am definit la 
început. 
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**) Dacă suprafaţa S  este dată de reprezentarea parametrică: 

 389

=
=
=

xf
y
x

( )y,⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

:S  ( ) Dy,x ∈  

 
se demonstrează că: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++±

−
=γ

++±
=β

++±
=α

22

22

22

qp1
1cos

qp1
qcos

qp1
pcos

 (3.16)

 

unde 
x
fp

∂
∂

= , 
y
fq

∂
∂

= . 

 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se calculeze: 

∫∫ +
S

22 dxdzydydzx + 2dxdyz

S

 

 
unde  este faţa superioară faţă de planul ( )XOY

2 0z ≥
 a emisferei 

 ( )  2 az =+22 yx +
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Pentru această emisferă folosim reprezentarea: 

 390

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

=
=

222 yxaz

yy
xx

:S ( ) Dy,x       ∈  (3.17) 

 
unde ( ){ }22 ay ≤22 xy,xD +∈= ·  
 

π
Deoarece pe faţa superioară faţă de planul ( )XOY , <γ

0cos >γ
2

, deci 

, pentru componentele normalei [ ]βα= γcos,cos,cosn
r

, 
folosim formulele: 

22 qp1
pcos

++−
=α  

22 qp1
qcos

++−
=β  

 

(3.18) 

22 qp1
1cos
++−

−
=γ

 

Cum 
22 yx

x
−2a

p =
−

−
 şi 

22 yx
y
−−2a

q −
=  

 

a
yxa 222 −−

=γObţinem: 
a
xcos =α , 

a
ycos  şi cos  =β

 
Având în vedere (3.14), integrala de faţă devine: 

( ) σ− 22 dy∫∫∫∫ −++=++=
S

2233

S

222 xazyx
a
1dxdyzdxdzydydzxI  

 
În continuare folosim (2.12) pentru a trece de la integrala de suprafaţă la 
cea dublă. 

( )[ ]

( )[ ]
2
adr

4π=
ra

rrasinrcosrd

yxa

dxdyyxayxI

22

a

0

2/3223333
2

0

D
222

2/322233

−
⋅−−θ+θθ=

=
−−

⋅−−++=

∫∫

∫∫
π
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Pentru D  am folosit reprezentarea în coordonate polare: 
 

[ ]∈ a,0r
 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 	 

 
10.4. Formula Gauss – Ostrogradski 

[ ]π∈θ⎩ θ= 2,0sinry⎨
⎧ θ= cosrx

:D

-
 

 

triplă ş

 
 
Vom pune în evidenţă o legătură între integrala i integrala de 
suprafaţă pentru cazul unui domeniu compact 3·⊂Ω  care are ca 
frontieră o suprafaţă închisă simplă, netedă sau netedă pe porţiuni. 

entru simplitate, considerăm cazul domeniilor simple. 

pentru început, un 3

P
 
Fie, domeniu Ω ⊂·  simplu faţa de axa OZ, definit 
de: 

( ) [( ) ( ) ( )]{ }y,xyz,Dy,xz,y,x 3 ψ∈∈∈=Ω  unde 

( )DC, 0∈ψϕ , ( )
,,xϕ·

( )y,xy,x ψ≤  pe D  
(4.1)

ϕ

 

er

- Figura 5 - 
 
Fronti a domeniului Ω  este suprafaţa închisă 1SS ∪ 32 SS ∪=  pentru 
care 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ϕ∈∂∈∈=

ψ=∈∈=

ϕ=∈∈=

y,xz,Dy,xz,y,xSI

y,xz,Dy,xz,y,xSI

y,xz,Dy,xz,y,xSI

3
3

3
2

3
1

·

·

·

( ) ( )[ ]{ }ψ y,x,

 (4.2)
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Propoziţia 1: 

3 Dacă ·⊂Ω  este un domeniu simplu faţă de axa OZ cu frontiera 

o suprafaţă netedă, dacă funcţia 

 392

·→Ω:R  are proprietatea că R şi 
z
R
∂
∂  

sunt continue pe , atunci are loc egalitatea: Ω

 ( ) ( )∫∫∫ ∫∫
Ω

=
∂
∂

S

dxdyz,y,xRdxdydzz,y,x
z
R

       (4.3) 

unde faţa pe care se calculează integrala de suprafaţă este precizată prin 
normele corespunzătoare. (figura 5). 
 
 
Demonstraţie: 
Calculăm:  

( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )( )[ ]∫∫

∫∫∫∫∫∫
ϕ−ψ=

∂
∂

=
∂
∂

ψ

ϕΩ

D

y,x

y,xD

dxdyy,x,y,xRy,x,y,xR

x
z
Rdxdydxdydzz,y,x

z
R

=dzz,y,

+σγdcos

 (4.4) 

 
Calculăm: 

( ) ( )

( ) ( )∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

σγ+σγ+

=++=

32

1321

SS

SSSSS

dcosz,y,xRdcosz,y,xR

z,y,xR.........dxdyz,y,xR

 

 

Pe suprafaţa S1, 2
π

>γ  deci 0cos <γ  şi avem 

22

yx

1cos

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
ϕ∂

γ

1+

−= . 

 

Pe suprafaţa S2, 2
π

<γ 0cos > deci γ  şi avem 

22

yx

1cos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ψ∂

+⎟
⎠
⎞

∂
ψ∂

γ

1 ⎜
⎝
⎛+

= . 

 
 

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu
 

 393

Pe suprafaţa 3S , 
2
π

=γ  deci cos 0=γ . 

 
Atunci : 

( )( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

ϕ−ψ=ψ+

+ϕ−=σ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

ψ∂+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

ψ∂+

+

+σ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

ϕ∂+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

ϕ∂+

−=

DD

DS
22

S
22

S

dxdyy,x,y,xRy,x,y,xRdxdyy,x,y,xR

dxdyy,x,y,xRd

yx
1

z,y,xR

d

yx
1

z,y,xRdxdyz,y,xR

2

1

 (4.5)

 
Din (4.4) şi (4.5) rezultă egalitatea (4.3). 
 
În mod cu totul asemănător se demonstrează: 
 
 
Propoziţia 2: 

3 Dacă ·⊂Ω  este un domeniu simplu faţa de axa OX, frontiera 

sa fiind netedă şi dacă P  şi 
x
P
∂
∂

 sunt definite şi continue pe Ω , atunci: 

 ( )∫∫∫ ∫∫
Ω

=
∂

∂

S

dydzz,y,xPdxdydz
x
P         (4.6) 

 
 
 
Propoziţia 3: 

3 Dacă ·⊂Ω  este un domeniu simplu faţa de axa OY, frontiera 

sa fiind netedă şi dacă  şi Q
y
Q
∂
∂

 sunt definite şi continue pe Ω , atunci: 

 ( )∫∫∫ ∫∫
Ω

=
∂

∂

S

dxdzz,y,xQdxdydz
y
Q         (4.7) 

 
 
Bazându-ne pe aceste trei rezultate, putem enunţa următoarea: 
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Teoremă: 

3 Dacă domeniul ·⊂Ω  este simplu faţa de axele de coordonate, 
iar frontiera sa este o suprafaţă închisă netedă sau netedă pe porţiuni şi 
dacă funcţia , 3⌫→:F Ω

r
[ ]R,Q,P:F

r
 are proprietatea că  R,Q,P

z
R,

y
Q

∂
∂

∂
∂,

x
P
∂
∂

 sunt continue pe Ω , atunci are loc egalitatea: 

     
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫∫

∫∫∫
++=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂+
∂

∂+
∂

∂

Ω

S

dxdyz,y,xRdxdzz,y,xQdydzz,y,xP

dxdydzz,y,x
z
Rz,y,x

y
Qz,y,x

x
P

      (4.8) 

 
 (4.8) se numeşte formula Gauss–Ostrogradski. 
 
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Formula (4.8) se scrie mai simplu sub formă vectorială dacă notăm: 

[ ]dxdy,

[ ]
dxdz,dydzd =τ

r
 

α= cos,cosn
r

β γcos,

∫∫∫∫∫∫∫ σ=τ=
Ω SS

dnFdFdxdydzFdiv

 
r rrr

 (4.9) 

 
2) (4.9) se mai numeşte formula flux–divergenţă deoarece integrala 

∫∫ σ
S

dnF
rr

 defineşte fluxul câmpului determinat de funcţia vectorială F
r

 prin 

suprafaţa . S

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Să se calculeze integrala 
 

∫∫ ++=
S

23 ydxdzxdydzxI 2zdxdyx

S
22 ay =+ hz

 

 
unde  este o suprafaţa închisă determinată de cilindrul de ecuaţie 

 şi planele  şi 2x 0z = = . 

 394
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Dacă aplicăm formula Gauss-Ostrogradski avem: 

∫∫∫
Ω

= x5I dxdydz2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
θ=
θ=

Ω
zz
sinry
cosrx

:

 

 
Pentru calculul acestei integrale triple putem folosi coordonatele 
cilindrice: 

[ ]
[ ]
[ ]h,0z

2,0
a,0r

∈
π∈θ

∈
 (4.10)         

 
Atunci: 

dzdr
2

0
∫
π

dcos
h

0

2 θθ ∫r5I
a

0

3= ∫

 395

4
ha5 4π

= . 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
 
 

10.5. Formula lui Stokes  
 
 
Această formulă stabileşte o legătură între integrala curbilinie în spaţiu şi 
integrala de suprafaţa. 
 
Fie o suprafaţă  din S 3·  netedă, orientată pozitiv fată de planul ( ) 
a cărei reprezentare parametrică este: 

XOY

=
=
=

h
g
f

 
( )
( )
( )v,u

v,u
v,u

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

:S          ( ) Dv,u ∈  (5.1)
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- Figura 6 - 

 
Notăm:  

DL ∂=
bS=Γ

⎩
⎨
⎧

=
=

v
u [ ]b,at∈

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
tv,tuhz
tv,tugy
tv,tufx

:

 (frontiera lui D) 
 (frontiera lui S) 

 
Dacă L  are reprezentarea parametrică: 

( )
( )tv
tu

:L           (5.2) 

 
atunci pentru Γ  putem folosi reprezentarea: 

[ ]b,at∈  (5.3)          

 
 

Teoremă: 
 Dacă  este o suprafaţă netedă din S 3·  orientată pozitiv fată 
de planul  dată de reprezentarea (5.1), cu , şi (XOY ( )DCh 2∈) ,g,f
dacă funcţia ( ) 3S ⌫→I:F

r
, ( )( )C1 SIF∈
r

, [ ]R,Q,P=F
r

, atunci are loc 
egalitatea: 
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∫∫∫
++

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂−
∂

∂+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂−
∂

∂+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂−
∂

∂=++
Γ S

dxd
y
P

x
Qdxdz

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx y  (5.4) 

 
unde S  este faţa exterioară fată de planul (  a suprafeţei S . + )XOY
 
 (5.4) se numeşte formula lui Stokes. 
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Demonstraţie: 
 
Demonstraţia constă în trecerea succesivă prin următoarele tipuri de 
integrale: 

∫∫
++

→→
∂Γ D

∫∫∫∫→
+SD

 

 
Calculăm mai întâi: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) =⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
dudv⎢

⎣

⎡
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂

∂−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂

∂=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂

∂+
∂

∂=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂

∂+
∂

∂=

∫∫∫

∫∫
+Γ

D

Green.f

L

)2.5(

b

a

)3.5(

u
fP

vv
fP

u
dv

v
fdu

u
fv,uP

dt
dt
dv

v
f

dt
du

u
ftv,tuPdxz,y,xP

 

∫∫∫∫

∫∫

⎢
⎢
⎣

⎡

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂+
∂

∂

∂

∂+
∂

∂

∂

∂=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂

∂

∂

∂−
∂

∂

∂

∂=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂∂

∂−
∂

∂

∂

∂−
∂∂

∂+
∂

∂

∂

∂=

DD

D

22

u

g

y
P

u
f

x
Pdudv

u
f

v
P

v
f

u
P

dudv
vu
fP

u
f

v
P

vu
fP

v
f

u
P

−
∂

∂
⎟
⎟

⎠

⎞

∂

∂

v
f

u
h

z
P

 

∫∫ ⎢⎢⎣
⎡

⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂

∂

∂

∂=⎥
⎦

⎤

∂

∂
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂

∂

∂+
∂

∂

∂

∂+
∂

∂

∂

∂−
D v

f
u

g

y
Pdudv

u
f

v
h

z
P

v

g

y
P

v
f

x
P +⎟⎟

⎠

⎞

∂

∂

∂

∂
−

u
f

v

g  

( )
( )

( )
( )

−

=
⎥
⎥
⎦

⎤
dudv

⎢
⎣

⎡
++β

∂

∂=
⎥
⎥
⎦

⎤

∂

∂−⎢
⎣

⎡

∂

∂=

∂

∂+
⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂−=⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂

∂−
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∫∫∫∫

∫∫

D

222

D

D

CBAcos
z
PdudvC

y
PB

z
P

v,uD

f,hD

z
P

v,uD

g,fD

y
Pdudv

u
f

v
h

v
f

u
h

z
P

 

=σ
⎥
⎥
⎦

⎤
γ dcos

∂

∂−⎢
⎣

⎡
β

∂

∂=
⎥
⎥
⎦

⎤
++γ

∂

∂− ∫∫
y
Pcos

z
PdudvCBAcos

y
P

S

222  

dxdy
y
P
∂

∂−

( )

dxdz
z
P

S ∂

∂= ∫∫
+

 

 
Astfel obţinem: 

 397

dxdy
y
Pdxdz

z
Pdxz,y,xP

S ∂
−

∂

∂= ∫∫∫
++Γ

∂  (5.5)

 
Printr-un calcul asemănător, deducem că 

( ) dydz
z
Qdxdy

x
dyz,y,xQ

S ∂

Q ∂−
∂

∫∫∫
++Γ

∂=  (5.6)
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( ) dxdz
x
Rdydz

y
Rdzz,y,xR

S ∂

∂−
∂

∂= ∫∫∫
++Γ

 (5.7) 

 
Prin adunarea relaţiilor (5.5), (5.6) şi (5.7) obţinem formula lui Stokes 
(5.4) 
 
Observaţii:--------------------------------------------------------------------------------- 
 
1) Formula (5.4) se scrie vectorial mai simplu dacă notăm: 

[ ]dz,dy,dx
[ ]dxdy,
[ ]

rd =
r

r
 

dxdz,dydzd =τ  
α= cos,cosn

r
γβ cos,

σ⋅⋅ dnF
 

∫∫∫∫∫
+++

=τ⋅=
Γ SS

rotdFrotrdF
rrr rrr

 (5.8) 

 
2) Dacă S  este o suprafaţă plană, atunci formula Stokes se transformă în 
formula lui Green 
 
Într-adevăr, în acest caz 

*D
*DS

∂→Γ
→

 

0,
2

=γ
π

[ ]Q,PF =

=β=α  
r

 
 
şi din (5.8) obţinem: 

( ) ( ) ∫∫∫ ⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=+
∂ *D*D x

Qdyy,xQdxy,xP ⎟⎟
⎠

⎞
∂
∂ dxdy
y
P

 (5.9) 

------------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exemplu: ----------------------------------------------------------------------------------- 
 
Folosind formula lui Stokes, să se calculeze: 

∫
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−= dy2

3
zxdx

3
zyI

323

+ xyzdz

Γ 22 ay =+
1z =

 

 
unde  este curba situată la intersecţia cilindrului  cu planul 

, parcursă în sens direct. 

2x
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În cazul de faţă: 
 

( ) kxyzj
rr

+⎟⎟
⎠

⎞
2

3
zxi

3

zyz,y,xF
323 rr

⎜⎜
⎝

⎛
++−=  

 399

( )kzyzxjyz
3

zy2i
3
xxzFrot 222

33 rrrr
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (5.10)

0,
2

=γ
π

=β=α [ ]1,0,0n =
r

 (5.11), deci 

 
Conform formulei (5.8) obţinem: 
 

( ) ( )2 dxdyy

1z

∫∫∫∫ +=σ+=
*D

2

S

222 xdzyzxI  

 
= . deoarece suprafaţa S  se află în planul 

 
Folosind coordonatele polare pentru calculul integralei duble, obţinem: 

2
adr

4π
=rdI

a

0

3
2

0

θ= ∫∫
π

 

 
--------------------------------------------------------------------------------------------- 	 
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10.6. Exerciţii rezolvate  
 
 
1) Să se determine aria sferei de rază R . 
 

 
 

∫∫ σ=
1S

d8A  

1

1S

cos

∫∫ σ=
S

sferă d

 
unde S  este o optime din sfera (luăm ABC). 
 
Vom da o reprezentare parametrică a suprafeţei  folosind coordonatele 
sferice: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

=
Rz

sinRy
sinRx

S1

θ
ϕθ
ϕθ

sin
cos

   ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

×⎥⎦
⎤

2
,0⎢⎣

⎡ π
=∈ϕθ

2
,0D,  

 
Atunci ∫∫∫∫ ++=σ=

D

22

S
sferă BA8d8A

1

ϕθ2 ddC  

( )
( ) ϕθcos2=

ϕθ
θ−ϕθ

=
ϕθ

= sinR
0cossinR
sinRsincosR

,D
z,yDA 2  

( )
( ) ϕθsin2=

ϕθ−
ϕθϕ−

=
ϕθ

= sinR
sinsinR0

coscosRsinR
,D
x,zDB 2  

( )
( ) ϕθcossin=

ϕθϕθ−
ϕθϕθ

=
ϕθ

= R
cossinRsinsinR
sincosRcoscosR

,D
y,xDC 2  

 400
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θsinR2=++ CBA 222  

 
Atunci:  

2R4π=θ
2

0

2

0

2
sferă dsindR8A θϕ= ∫∫

ππ

 

 
 
2) Să se calculeze integrala 

∫∫ +=
S

4

2

4

2

b
y

a
xI σ+ 4

2

d
c
z

S

 

 
unde  este elipsoidul 

1
c
z

2

2

=+

S

θ
θ
θ

cos

b
y

a
x

2

2

2

2

+  

 
Apelând la coordonatele sferice generalizate, pentru suprafaţa  folosim 
reprezentarea 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

cz
sinby
sinax

:S ϕ
ϕ

sin
cos

,      ( ) [ ] [ ]×π=∈ϕθ π2,0,0D,  

 
În cazul de faţă, 

⎟⎟
⎠

⎞θ+
2

2

c
cosA  ⎜⎜

⎝

⎛ ϕθ+ϕθ⋅θ=++
2

22

2

22
2222222

b

sinsin

a

cossinsincbaCB

 
iar 

2

2

c
cos θ

+2

22

2

22

4

2

4

2

4

2

b
sinsin

a
cossin

c
z

b
y

a
x ϕθ

+
ϕθ

=++  

 
şi deci 

=ϕθdsin⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ
+

ϕθ
+

ϕθ
θ= ∫∫

ππ 2

0
2

2

2

22

2

22

0 c
cos

b
sinsin

a
cossindabcI  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++π=

⎜⎜
⎝

⎛
+

ϕθ
+

ϕθ
θθ= ∫∫
ππ

222

2

0
2

22

2

222

0

c
1

b
1

a
1abc

3
4

c
cos

b
sinsin

a
cossindsinabc8 =ϕ⎟⎟

⎠

⎞θ
2

2

d

( )

 

 
 
3) Să se determine masa unei suprafeţe materiale de densitate 

(zz,y =,xρ  situată pe paraboloidul de ecuaţie )22 yx +

1z ≤
2
1z =  pentru 

 0 ≤
 

 
 

( )∫∫ σρ=
S

dz,y,xM ∫∫ σ=
S

zd

+2

Dy,x

 

 
Pentru S  putem folosi reprezentarea parametrică 

( ) 2/y2⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

=

xz
yy
xx

S ,     ( )∈  

 
unde ( ){ }2y2 ≤+xy,xD 22∈= ·  

( )

( )∫∫

∫∫∫∫

+++=

+++=σ=

D

2222

D

222

S

dxdyyx1yx
2
1

p1yx
2
1zdM =2dxdyq

 

 
Pentru calculul acestei integrale duble folosim coordonatele polare 
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=
=

sinr
r [

⎩
⎨
⎧
y
x

:D
θ
θcos

 ]
[ ]π∈

∈
2,0

2,0
θ
r  

π⎟
⎟
⎠

⎞
+

15
2

⎜
⎜
⎝

⎛
=+π=+θ= ∫∫∫

π

5
34drr1rdrr1rd

2
1M

2

0

23
2

0

23
2

0

 

 
 
4) Să se calculeze integrala 

( )2 dxdyy

S )XOY
= 1z

∫∫ +++=
S

2xyzdxdzxzdydzI  

 
unde  este faţa inferioară faţă de planul (  a paraboloidului 

 cu 022 yx +z ≤≤  
 

 
 
Pentru suprafaţă  alegem reprezentarea parametrică: S

=

=
=

2x
y
x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

z
y
x

S
+ 2y

, ( ) Dy,x ∈  

 
unde ( ){ }1y2 ≤+xy,xD 22∈= ·  
 

Cum 
2
π

>γ 0cos, deci <γ , pentru calculul componentelor normalei la 

suprafaţă folosim formulele: 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=γ

=β

=α

1
cos

1
cos

1
cos

++

−
++

++

22

22

22

qp
1

qp

q
qp

p

 

 
şi obţinem: 

22 y4x
x2
+41

cos
+

=α ; 
22 y4x

y2
+41

cos
+

=β ;  

22 y4x
1
+

−

41
cos

+
=γ  

 
Atunci 

( )

( )( )∫∫

∫∫

+++=

++
−−+=

D

2222

S
2

2222

dxdy1y2x2yx

x41
1yxzy2zx2I =σ

2
d

y4

=
=

sinr
r [ ]

[ ]π∈θ
∈

2,0
1,0

( )

 

 

⎩
⎨
⎧
y
x

:D
θ
θcos r

  

 

6
dr1 π

=

( )+ zdxdy

r2rdI
1

0

23
2

0

−θ= ∫∫
π

 

 
 
5) Să se calculeze integrala 
 

∫∫ +=
S

ydxdzxdydzxyzI  

 
(unde S  este faţa superioară faţă de planul )XOY

1=
 a trunghiului sferic din 

primul octant situat pe sfera  zy 22 +x2 +
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Pentru  folosim reprezentarea parametrică S

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

− 2y−=

=
=

=
2x1z

yy
xx

S        ( ) Dy,x ∈  

 
unde  este sfertul de disc definit prin D : 

( ){ }0y,0 ≥x,1yxy,xD 222 ≥≤+∈= ·  
 

Cum 
2
π

<γ 0cos >γ, rezultă , deci 

22 yx −−
22

1
qp1

1cos =
++−

−
=γ  

x
q2

=
+p1

pcos
2+−

=α  

y
q2

=
+p1

qcos
2+−

=β  

 
Atunci 

( ) =σ2 dy

( )[ ] =dxdy

−−++= ∫∫
S

2233 x1xyzzxyyzxI  

−−++= ∫∫
D

2233 yx1xyxyyx  

8
1drr3 =dcossinxydxdy

1

0

2

0D

θθθ== ∫∫∫∫
π
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6) Folosind formula Gauss  Ostrogradski, să se calculeze integrala: 

 406

zdxdy3

S 22 yx +=
− 6z ≤≤

∫∫ ++=
S

3223 dxdzyxdydzyxI  

 
unde  este frontiera domeniului mărginit de paraboloizii  şi 

 cu 0  
z

22 yx −6z =
 

 
 
( ) yxiyxz,y,xF 223 kz3j3

rrr r
+

3yx 22 +

+=  

63yx3yx3Fdiv 2222 =++=
r

 

( )dxdydz1

Ω

[ ]− 22 yx

∫∫∫
Ω

+= yx23I 22  

 
 poate fi reprezentat ca domeniu simplu faţă de axa OZ. 
( )
⎩
⎨
⎧

−+∈

∈
Ω

22 6,yxz
Dy,x

:  

 
unde ( ){ }3y2 ≤+

)2 dxdyy

xy,xD 22∈= ·  
 
Atunci: 

( )(∫∫ −−+=
D

222 2x261yx23I  

 
Pentru calculul acestei integrale duble putem folosi coordonatele polare 
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=
=

sinr
r [

⎩
⎨
⎧
y
x

:D
θ
θcos

, ]
[ ]π∈

∈
2,0

3,0
θ
r  

( )( )

( ) ( )
8

297π=

2zdxdyx

S 3

r2r66drr2r6dcossin6

rdrr261cossinr2d3I

3

0

3
3

0

75
2

0

22

3

0

2224
2

0

−π+−θθθ=

=−+θθθ=

∫∫∫

∫∫
π

π

 

 
 
7) Folosind formula Gauss – Ostrogradski să se calculeze integrala: 

∫∫ ++=
S

23 ydxdzxdydzxI  

 
unde  este frontiera unui domeniu din ·  delimitat de sfera 

 şi planele de coordonate 1z22 =+ 0yx2 + x = , 0y = ,  (pentru 
) 

0z =
0≥z,y,x

 

 
 
În cazul de faţă: 
( ) xixz,y,xF 23 kzxjy 2

rrr r
+

x6x2 =

xdxdydz

+=
r

 

x2x2Fdiv ++=  
 
Rezultă că 

∫∫∫
Ω

= 6I  

 
Pentru calculul acestei integrale triple folosim coordonatele sferice 
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[ ]
[ ]
[ ]2/,0

2/,0
1,0

π∈
π

r

ϕ
∈θ
∈
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θ
θ
θ

cos⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Ω
rz
sinry
sinrx

: ϕ
ϕ

sin
cos

,       

3
1drr2 =

+ xdzzdy

Γ 22 az =+
0zy =+

dcosdsinI
1

0

2

0

2

0

ϕϕθθ= ∫∫∫
ππ

 

 
 
8) Folosind formula lui Stokes, să se calculeze integrala: 

∫
Γ

+= ydxI  

 
unde  este cercul situat la intersecţia sferei  cu planul 

, parcurs în sens direct, privind din partea pozitivă a axei 
OX. 

22 yx +
x +

 

 
 

0zy =xDeoarece ++
Γ

a

 este ecuaţia unui plan ce trece prin origine, curba 
 va fi un cerc mare pe sfera de rază . Ea este frontiera discului de 

rază  centrat în origine. Vom transforma integrala curbilinie într-o 
integrală de suprafaţă pe acest disc. 

a

0zy
 
Vom folosi ecuaţia planului x =++  pentru a calcula componentele 
normalei 

yx −−=z  

1
x
zp = −=
∂
∂

; 1
y
z

−=
∂
∂ 3qp1 22 =++q = ,  

k
3
1j

3
1i

3
1n

rrr
+=

r
+  
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În cazul de faţă, 

 409

kxjz( ) iyz,y,xF
rrr r
++

kji

=  

F rot
rr r r

−−−=  

 
Atunci 

3a2π−

2ad π=σ a

d
3

3I
S

=σ−= ∫∫  

 
deorece  (aria discului de rază ) 

S
∫∫

 
 
9) Folosind formula lui Stokes, să se calculeze integrala: 

( ) ( ) ( )− dzxy

Γ
B

∫
Γ

+−+−= dyzxdxyzI  

 
unde  este conturul triunghiului ale cărui vârfuri sunt în punctele 

,  şi ( )0,0,aA ( )0,b,0 ( )c,0,0C 0c,b, > (unde a ) parcurs în sensul 
 ABCA

 

 
 
Integrala curbilinie o vom transforma în integrală de suprafaţă, unde S  
aparţine planului ABC  
 

1pznymx =Căutând ecuaţia acestul plan de forma ++ , obţinem cu 
uşurinţă: 

1
c
z

b
y

=+
a
x
+  
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Această ecuaţie o folosim pentru determinarea componentelor normalei 

la suprafaţă, ţinând seama de faptul că 
π

<γ . 
2

⎟
⎠
⎞−−

b
y

a
x

⎜
⎝
⎛= 1cz  

a
cp −= , 

 410

b
cq −=  

ab
cbbaqp1

222
22 +
=−−

ca 222 +
 

k
ca 22cbba

abj
cacbba

aci
cacbba

bcn
2222222222222222

rrrr

++
+

++
+

++
=  

( ) ( ) ( ) ( )kxyjzxiyzz,y,xF
rrrr

−+

k2j2

−+−=  

i2Frot
rrr r
++=  

 
Astfel obţinem: 

( ) ( ) abac ++

)

bcdxdy
ab

ababbc2d
cacbba

ababbc2I
AOBS

222222
=

++
=σ

++

++
= ∫∫∫∫  

 

deoarece (
2

ab
=

+ dzxdy 2

Γ 22 az =+
y2 = 0≥

AOBariadxdy
AOB

Δ=∫∫  

 
 
10) Folosind formula lui Stokes, să se calculeze 

∫
Γ

+ zdxy 22  

 
unde  este curba situată la intersecţia sferei  cu 
cilindrul x  (pentru z ) 

22 yx +
ax2 +
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Vom transforma integrala curbilinie într-o integrală de  suprafaţă unde 
suprafaţă  este o porţiune de pe sferă. Vom folosi ecuaţia acesteia 
pentru determinarea componentelor normalei având totodată în vedere 

faptul că 

S

 411

2
π

<γ . 

222 yxaz −−=  

22 yx
x
−−

−
2a

p = , 
22 yx

y
−−2a

q −
=  

22 yx
a

−2

22

a
qp1

−
=++  

 
Obţinem: 

k
a

yx 22 r−

kxjz 22

a
j

a
yi

a
xn

2rrr −
++=  

( ) iyz,y,xF 2
rrr r
+

ky2jx2

+=  

iz2Frot
rrr r
−−−=  

 
Atunci: 

( ) dxdyy
⎥
⎥
⎦

⎤
+x

yxa

xy2dyxayxyxz
a
2I

S
222

S

222 ∫∫∫∫ ⎢
⎢
⎣

⎡
+

−−
−=σ−−++−=  
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y2unde D  este discul  sau ax≤x2 + 22 ay ≤+
2

2
ax ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 

 
 
Calculăm integrala dublă folosind coordonatele polare: 

⎩
⎨
⎧
y
x

:D
θ
θcos

∈=
=

sinr
r [ ]

[ ]θ, 
ππ

cos
2/,2/−∈θ

a,0r
 

 

Se obţine:        
4
a3π

−=I  
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